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Ve cviceni k pfedmétu M 1125 Zaklady matematiky se pouziva ucebni
text: Pavel Horak, Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky I., vydany
prirodovédeckou fakultou Masarykovy univerzity. Tento ucebni text je
bézné dostupny a je mozno jej zakoupit na piirodovédecké fakulté MU.

Zminény ucebni text byl ptivodné urcen pro dvousemetralni zakladni
prednéasku v ucitelském studium s matematikou na prirodovédecké a
pedagogické fakulté MU. Pro soucasné cvieni v predmétu M 1125
Zaklady matematiky se pouzivéa zhruba prvni polovina tohoto uc¢ebniho
textu. Vzhledem k tomu, Ze v ném nejsou zahrnuta néktera témata,
kterda nyni do predmétu Zaklady matematiky patii, vznikla potieba
ptvodni ucebni text doplnit.

Na nasledujicich nékolika strankach je ptivodni ucebni text doplnén o
dva paragrafy ¢asti II. Cviceni, a sice jeden paragraf kapitoly 1., nazvané
Opakovani a doplnéni stfedoskolské latky a jeden paragraf kapitoly 2
nazvané Zakladni algebraické struktury. Odpovidajicim zplisobem je
potom doplnéna i ¢ast III. Vysledky a navody k feSeni. Rozmérové i
graficky je tento dopliujici text stejny se skripty Cviceni z algebry a
teoretické aritmetiky I. Je tedy mozné si jej napiiklad vytisknout a do
uvedenych skript vlozit.

Ve cviCeni ze Zakladti matematiky se nejprve opakuje a mirné
rozsifuje stfedoskolska latka z matematiky. Pii tom se predpoklada
znalost pouze téch nejzdkladnéjsich stredoskolskych matematickych
pojmi, vztahii a vzorci. Na nasledujici strané jsou prehledné uvedeny
nékteré z nich. Tyto vztahy a vzorce (a samoziejmé i nékteré dalsi)
je tfeba nejenom bezpecné znat nazpamét, ale také je nutné je umét i
aktivné pouzivat, a to jak "zleva doprava”, tak i "zprava doleva”.
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II. CVICENI
DODATEK KE KAPITOLE 1
§8: KOMPLEXNI CISLA
[1.8.B1]. Vypoéitejte a visledek napiste v algebraickém tvaru:

2 1+i+\/5+3i b) 1+2i 2_ 1-2i\?
1—i 1+ 2 1—2i 1+2i

[1.8.B2]. Popiste a znazornéte nacrtkem mnozinu vSech komplexnich
Cisel z, pro ktera plati:

a) |z+2-3i|< 3 b) zZ = —iz

c) |z—i|=]z+2] d) z = -.

[1.8.B3]. V oboru komplexnich ¢isel feste rovnici:

a) |z|—z=1+2 b) 22 =2+7%.

[1.8.B4]. V zivislosti na parametru p € R popiSte mnozinu vSech kom-
plexnich ¢isel z, splnujicich rovnici
z—1
z+1

-
[1.8.B5]. NapiSte v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo z, je-li:

a) z=1i—+3 b) z=2-2V3i
cosa + i-sina
2cos3 + 2i-sinf

c) z= —sina + i-cosa d) z=

[1.8.B6]. Uzitim Moivreovy véty spoctéte komplexni éislo z a vysledek
napiste v algebraickém tvaru. Pfi tom:

31 23 .
i3 — L
a) Z—<T> b) z-(l—i—cosg—i—z-smg)

Néavod: pfi b) pfevedte na polovi¢ni thly.

§8: Komplexni ¢is 5

[1.8.B7]. Naleznéte vSechna ptirozend ¢isla n, pro kterd plati:
(I+49)™ = (1L—9)"

[1.8.B8]. Uzitim Moivreovy véty a binomické véty odvodte vzorce pro:

a) sin2a, cos2aw b) sin3a, cos3a.

[1.8.B9]. V oboru komplexnich ¢isel naleznéte vSechny n—té odmoc-
niny z komplexniho ¢isla ¢ a vysledky vyjadiete v algebraickém tvaru.

Pii tom:
1
a,) n=6; c=-1 b) n=4; c:—§+1§

[1.8.B10]. V oboru komplexnich ¢isel feste binomickou rovnici a vSech-
na jeji feSeni napiste v algebraickém tvaru.

a) z2+5 =0 b) zt+64 = 0.

[1.8.B11]. V oboru komplexnich &isel naleznéte véechny n—té odmoc-

niny z komplexniho ¢isla ¢ a vysledky vyjadrete v goniometrickém tvaru.
Pii tom:

(V3—i
(=1+4)5- (%—H@)

a) n=>5; c =

(1—4)5- (14iv3)

— (sina + icosa )3

(2+iV12)* - (1+4)?
iv3—1

(vV3+1i)0 - (cosa+isina)®
2 (=1+4)*- (cosa—isina)?’

c) n=6; c =

d) n=3; c =

[1.8.B12]. Napiste v algebraickém tvaru a nakreslete vSechny n—té
odmocniny z jedné, pro:

a) n=3 b) n=4 c) n=6 d) n=38.
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DODATEK KE KAPITOLE 2.

§5: HOMOMORFIZMY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR

[2.5.A1]. U.p. zobrazeni ¢ : N — Q, které

a) je homomorfizmem grupoidu (N, 4+ ) do grupoidu (Q, -)

b) neni homomorfizmem grupoidu (N, +) do grupoidu (Q, -).
[2.5.A2]. Jsou dany grupy (Z,+) a (3-Z, +). U.p. dvou riznych
zobrazeni ¢, 1 : Z — 3-Z, ktera jsou grupovymi homomorfizmy.

[2.5.A3]. U.p. zobrazeni ¢ : Z — Q, které
a) je homomorfizmem okruhu (Z,+,-) do okruhu (Q,+, ")
b) neni homomorfizmem okruhu (Z,+,-) do okruhu (Q,+,-).

[2.5.A4]. Je déna gupa (Z, +). U.p. zobrazeni ¢ : Z — Z , které
a) je bijektivni, ale neni homomorfizmem
b) je vnofenim, ale neni izomorfizmem.

[2.5.A5]. Je dano téleso (R, +,-). U.p. zobrazeni ¢ : R — R, které
a) je bijektivni, ale neni homomorfizmem
b) je homomorfizmem, ale neni bijektivni.

[2.5.A6]. Rozhodnéte, zda nasledujici grupoidy jsou izomorfni :

a) (N7+) a (Nv) b) (Z67+) a (Zﬁv')°
[2.5.A7]. Rozhodnéte, zda néasledujici grupy jsou izomorfni:
a) (Z,+) a (R, +) b) (Z,+) a (S, +)

kde S znac¢i mnozinu v8ech sudych celych ¢isel.

[2.5.A8]. Rozhodnéte, zda nésledujici okruhy jsou izomorfni :

a) (Z,+,-) a (Q,+,-) b) (Q,+,-) a (R,+,-).
[2.5.A9]. Je ddna grupa (Z, + ). U.p. homomorfizmu ¢ : Z — Z tak,
7e Kerp = {-1,0,1}.

[2.5.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby zobrazeni ¢ grupy (G,-) do grupy (H,o) bylo homomor-
fizmem.

L L *
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[2.5.B1]. Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z je homomorfizmus,
resp. vnofeni, resp. izomorfizmus grupy (Z, + ), je—1li pro kazdé « € Z:

a) p(r) =3
b) ¢(x) =x+3
o) ¢(x) =2’
[2.5.B2]. Jsou dany grupy (Z,+), (C — {0},-) a je definovano
zobrazeni ¢ : Z — C — {0}, takto:
wla) =19, pro kazdé a € Z.

Dokazte, ze ¢ je homomorfizmus a naleznéte jeho jadro a obraz.
[2.5.B3]. Zobrazeni p : C — {0} — R™ je definovano takto:

o(z) = |z]|, pro kazdé z € C — {0}.
Dokazte, ze ¢ je homomorfizmus grupy (C — {0}, -) do grupy (R", -)
a naleznéte jeho jadro a obraz.
[2.5.B4]. Necht p € N je pevné pfirozené ¢islo. Definujeme zobrazeni
p:Z — Z,, takto: pro kazdé a € Z je

pla) = Cy kde r je zbytek po déleni ¢isla p-a éislem m .
Pak
1. dokazte, ze ¢ je homomorfizmus grupy (Z, +) do grupy (Z,, +)

2. naleznéte jadro Kery pro nasledujici hodnoty m a p:

a)ym=6, p=5

bym=6, p=4

c)m=6,p=3

d) pro obecné hodnoty m a p.
[2.5.B5]. Jsou dany grupy zbytkovych t¥id (Zi2, +), (Z4, +) a je
definovano zobrazeni ¢ : Z1o — Z4, takto: pro kazdé C; € Z1o je

v (C;) = Cp, kder je zbytek po déleni ¢isla i ¢islem 4.

Dokazte, Zze ¢ je homomorfizmus a naleznéte jeho jadro a obraz.
[2.5.B6]. Dokazte, ze grupy (R, +) a (R™, ) jsou izomorfni, ale
grupy (Q, +) a (QT, ) nejsou izomorfni.
[2.5.B7]. Dokazte, ze dané dvé grupy nejsou izomorfni
a’) (Z67+)a(5370)7
kde S3 znac¢i mnozinu vSech permutaci na 3 —prvkové mnoziné a o znaci
sklddani permutaci (tj. sklddani zobrazeni)

b) (Z4 X Zo, ®) a (Zy X Zo X Za, D),
kde @ znadi séitani po slozkach podle prislusného modulu.
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[2.5.B8]. Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : C — C je okruhovym
homomorfizmem télesa (C, 4, - ) a pokud ano, pak naleznéte jeho jadro
a obraz. Pfi tom pro kazdé xz € C je:

2) ) =7,
b) ¢l@) =i-x,
) o) = ol

[2.5.B9]. Jsou dana ¢&iselna télesa (Q(v2), +,-) a (Q(V3), +, -),
kde Q(v2) = {a+bv3 | a,be Q}, Q(W3) = {a+bv3 | a.be Q).
Dale je definovano zobrazeni ¢ : Q(v/2) — Q(v/3) takto:

go(a—i—bﬁ) = a+bV3, prokazdé a+b\/§€Q(\/§).

Dokazte, ze ¢ je bijektivnim zobrazenim, ale neni okruhovym homo-
morfizmem.

[2.5.B.10]. Dokazte, ze ¢iselna télesa (Q(v2), +, ) a (Q(V3), +, )
nejsou izomorfni.

Navod: postupujte sporem; vyuzijte toho, ze v/2-v2 =141 a dale
toho, ze pfi izomorfizmu se 1 vzdy zobrazi na 1.

III. Vysledky a navody k feSeni 9

III. VYSLEDKY A NAVODY K RESENI

DODATEK KE KAPITOLE 1

§8: KOMPLEXNI CISLA

[1.8.B1]. a) 5

[1.8.B2]. a) vnitfek kruhu o stfedu S =[—2, 3] a poloméru r =3
b) pfimka o rovnici y = x

c) osa tsecky A=[-2,0] B=[0, 1], tj. piimka y = —2z — 2

d) kruznice o sttedu S =[0, 0] a poloméru r = 2.

6+v5 8-2V5 48
+5f+ 5\/_2' b) —— i.

3
[1.8.B3]. a) z = 5—21’ b) z=0 nebo z=2.
[1.8.B4]. Pro p = 0: prédzdnd mnoZina;

pro p = 1: imaginérni osa, tj. pfimka o rovnici z = 0;

pro p > 0 A p # 1: kruznice o stfedu S = [% , O} a poloméru
r:‘lz’;ﬂ .

[1.8.B5]. Absolutni hodnota a argument komplexniho ¢isla z jsou:

a) |z| =2, argz:%ﬂ' b) |z| =4, argz:%ﬂ'
c) |z|=1, argz=a+ 5 d) |2|=3, argz=a+f.
[1.8.B6]. a) —1 - (1 +iV/3) b) —27.

[1.8.B7]. V8echna n tvaru: n =4k, pro libovolné k > 0 celé.

Néavod: nejprve prevedte obé strany rovnice na goniometricky tvar.

24 —sina

a—3sin?a-cosa.
3

[1.8.B8]. a) sin2a = 2sinw - cosa, cos2a = cos
b) sin3a = 3sina - cos>a —sin® a, cos3a = cos®

2 se

Névod: komplexni ¢islo (cosa + isina)?, resp. (cosa + isina)
rozepiSe jednak podle Moivreovy véty a jednak podle binomické véty.
Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou vyjadreni pak dostane-

me pozadované vzorce.
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[1.8.B9]. a) £ i, i(@%), i(@-%)

3 i 1_ V3
b+ (L+4), +(3-i2).
[1.8.B10]. a) —¢/5, B (14+iv3), L (1-iV3)
b) +(2+2i), +(2—2i).
[1.8.B11]. Oznacime-li n-tou odmocninu ze zadaného komplexniho éisla
c symbolem z, pak je:
a) |z| =2, argz = {5 + k-%w, kde £=10,1,2,3,4
|z| = V2, argz = 77+ %a + k%, kde £=0,1,2,3,4,5,6,7
¢ |z| =2V2, argz = L7 + k-3, kde k=0,1,2,3,4,5
d) |z] =2, argz = %a + k-%w, kde k=0,1,2.

1.8.B12]. a) 1, -1+ 1 _¥3
2 2 2
1

b) 1,4, —1, —i
) £1, L+, 1+
d) £1, +i, L2 £2, 242

a nakresleni pfislusnych obrazki.

DODATEK KE KAPITOLE 2

§5: HOMOMORFIZMY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR

[2.5.A6]. a)ne, b)ne [2.5.A7]. a)ne, b)ano [2.5.A8]. a)ne, b)ne
[2.5.A9]. Neexistuje.

L * L

[2.5.B1]. a) ¢ je vnofeni, neni izomorfizmus,
b) ¢ neni homomorfizmus,
¢) » neni homomorfizmus.

[2.5.B2]. Kerp = 4Z = {4k | k€ Z}, Imyp = {1,i,-1,—i}.

III. Vysledky a navody k feSeni 11

[2.5.B3]. Jadro sestava ze vSech éisel, ktera lezi na jednotkové kruzmici,
tzn. Kerp = {z € C||z] =1} a obraz Imp = R", tzn. zobrazeni ¢
je surjektivni.

[2.5.B4]. 2. a) Kerp =6-Z,

b) Kero =3-7Z,

c)Kerp=27Z,

d) Ker ¢ = gy L, kde (m, p) je nejvétsi spolecny délitel &isel m, p.

[2.5.B5]. KGTQD = {CQ, 04, Cg } .

[2.5.B6]. Naptiklad zobrazeni ¢ : R — R, definované: ¢(z) = e*
je izomorfizmus.

Druhé éast se dokdze sporem. Je-li ¢ : Q — QT izomorfizmus, pak
existuje a € Q tak, ze p(a) = 2, odkud tpravou dostaneme

2=p(a) = p(§ +5) = o(3) o(§) = [e(5)]" = VI=¢p(3)€Q,
coZ je spor.

[2.5.B7]. a) stac¢i si vSimnout toho, ze jedna grupa je komutativni a
druhé nekomutativni
b) pii libovolném homomorfizmu ¢ se prvky (Ca,Cp) a (Co, Co) vzdy
zobrazi na (Cop, Co, Cp), (sami podrobné rozepiste). Zobrazeni ¢ pak
neni injektivni a nemuze se tedy jednat o izomorfizmus.

[2.5.B8]. a) ¢ je homomorfizmus, Ker¢ ={0}, Imp=C
b) ¢ neni homomorfizmus,
¢) ¢ neni homomorfizmus.

[2.5.B9]. ¢ je bijektivni (dokdZe se rozepsdnim) a ¢ neni homomor-
fizmem, nebot napfiklad

P(V2:-V2) = p(2) =2, ale ¢(V2) ¢(V2) =3 V3=3.
[2.5.B10]. Sporem; necht ¢ : Q(v/2) — Q(/3) je izomorfizmus. Pak:
0(2) = p(V2:V2) = p(V2)-0(V2) = (a+bV3)-(a+bV3) = (a® +3b%) +
2ab\/3  a zéroven také p(2) = p(1+1) = (1) + (1) =14+1=2.

Je tedy (a2 + 3b2) +2abV/3 =2 , odkud tpravou dostaneme, Ze ¢islo V3
je raciondlni, coz je pozadovany spor.



