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1 Derivace a integral funkce jedné realné proménné

funkce je zobrazeni f : R — R.

1.1 Derivace
obrazek

lim
Ax—0

Definice

Necht’ f : R — R je funkce definovéna v bod€ a € R a né&jakém jeho okoli (a — 7, a + 9).

h

Pokud existuje limita lim £eFt)=f(a)
h—0

Af(@) = lim

Az a Az—0

f(z+ Az) — f(x)

Ax

, nazyvéame ji derivaci funkce f v bod€ a, znatime f’(a),

Geometricky vyznam derivace: smérnice teCny v daném bodé.

obrazek

Secna prochézi body [a, f(a)], [a + h, f(a + h)].

derivace:

fla+h) - f(a)

h

lim
h—0

Secna v limitnim pripadé piejde v teCnu.

V extrému pokud existuje derivace, pak je rovna nule.

v g extrém = f(xg) = 0.
Opacnd implikace obecné neplati <.

Napt. f(z) = 23, f/'(x) = 322, f/(0) = 0, ale v nule nenf extrém, viz obrézek.

Jak pocitat derivace?

1. z definice

2. pravidla pro vypocet - Tab. 1 a Tab 2

fla+h)—f(a

=tg«

@ _

¢ az®~1
sinx cosT
CcosS X —sinx
1
tg z cos? 7
COtg z T sin?z
e’ e’
a® a*Ina
_ 1 1
1Oga 1’(@ - 6) x lnla (w)
rcsin
arcsin x @
arccos x -
1\/ 1—22
arctg x Tmzl
arccotg x — 11z
Tab. 1

daf

dz
a

)

df(a)
dz °




Necht’ (Pfedpoklady) Pak (Disledky)

h(z) = f(x) + g(=), h'(xo) = f'(w0) £ g'(20)
existuji f'(xo), 9 (x0)
h(z) = f(z) - g(x), h'(xo) = f'(wo) - g(z0) + f(20) - 9'(20)
existuji f/(zo), ' (o)
h(z) = tf((w)) B (z0) = f'(Io)'g(Iog(*fgfro)'gl(io)
g(z 92 (w0
existuji f'(xo), ¢’ (z0),
existuje okoli bodu xg tak, Ze pro Va € o(xg) plati g(z) # 0
h(z) = f(g(z)) W (xo) = f'(9(0)) - ¢’ (20)

existuji f*(g(x0)), ¢’ (o)
Tab. 2

1.2 Integraly

Bartsch: Matematické vzorce

Integrovéni - ,,opacny proces k derivovani*
Definice

Necht' f(z) a F'(x) jsou funkce definované na otevieném intervalu I = (a, b).

Pokud pro vSechny body « € I plati F’'(x) = f(x), pak funkci F'(x) nazyvéame primitivni funkci k f(z) a
znac¢ime

F(z) = /f(x) dz
Plati, Ze ke kazdé spojité funkci existuje primitivni funkce.
Pokud primitivni funkce existuje, kolik jich je?
f(x)... ptedp. F(z), G(x) jsou primitivni funkce: F’'(z) = f(z),G'(z) = f(x)
F'(z) — G'(2) 0
(F(z) = G(@) = 0
F(z) — G(x) = konst. = F(z) = G(x) + konst.

Pokud promitivni funkce existuje, je jich nekone¢né mnoho a lisi se o konstantu.

Jak urcovat primitivni funkci?
e Opacné precist Tab. 1

e Pravidla:

JU@zge) dr = [ 1@ dos [gla) as
/c~f(m) dz = c-/f(x) dz, c¢ € R (konstanta)

e Integracni postupy

(PP) metoda per partes
(SM1) substitu¢ni metoda I
(SM2) substitu¢ni metoda II



1.2.1 Metoda per partes

u(z), v(x) redlné funkee

(@) -v@)] = () v(@) + @) - v'(z)/ / (pokud integraly existuf)
/u/(x) co(z) dz + /u(x) () da
(@) - v(z) — / (@) o' (z) dz

| S — | S —

chceme, ale nevime jak vime jak

<
—~
&
—~
<
&
~
I

Q\
=
~

<
—
&

o

8

I

Hodi se (P(z) je polynom):
/P(m) -sinz dx

/P(:z:) -cosz dx
/ P(2)- ¢ da

/Sinx - e dx
/cosx e dx

1.2.2 Substitu¢ni metoda I
Pocitdme [ f(z)g(z), pfedpoklddejme
flx)= ¢'(x) - g(p(x))
—_——
vypadd to jako derivace slozené funkce

Hra: oznaéme si t = ¢(z)

Hledejme primitivni funkei k funkci g(¢(x)) = g(t)
Oznacéme ji G(t) (prim. fce ke g(t))

Pocitejme:

G'(t) = [Ge(@))] = G'(p(2)¢ () = ¢ (x)g(t) = ¢'(2)g(p(x)) = f(2)

[r@a = [dagte) =) =60 = [
—_—— ———
mdme pocitat, nevime jak tento tvar m4 integrovand funkce spocitd se snadnéji
[ @) do= [ gle) a
—_——— S——
obtizny snadnéji

Obecng, pokud f(z) = R(sinx, cos x)
e lichy k sinu: R(—sinx, cos x) = —R(sin z, cos z), substituce ¢t = cos x

e lichy ke cosinu: R(sinz, — cos x) = —R(sin x, cos x), substituce ¢ = sin



1.2.3 Substitu¢ni metoda II

Miéme potitat [ f(z) dz, zatiim nevime jak
Zvolime x = 9 (t)

Oznaéme F'(x) prim. fcik f(z)

Polozme G(t) = F(¢(t))

Pocitejme
G'(t) = [F(p(t)] =" () F'(x) = ¢/ (1) f(x) = ' (¢) f (1)) = g(t)
g(t)

Shrneme:
/f(a:) de “20 F(zx)=F@)=G(t) = /g(t) dt . .. prevedli jsme na integral, ktery Ize spocitat snadnéji

ime (zatim)

g(t) =" (t) f(¥(1))
Porovnani substitu¢nich metod:
SM1
[ @) do = @ig(ota)) = It = pla)| = [ gl e

SM2

/f(x) dz = [z = ¢(t)] = /g(t) dt,  g(t) =" ()f(¥(1))

Univerzélni goniometrickd substituce (SM2)
J R(cos z,sinx)

t=1tg—
1. cosx pomoci ¢
2. sinx pomoci ¢
3. vyjadfit x
4. vyjadrit dx
x 1
cos — =
2 1+t
.z t
sin— =
2 V14 t2
. 94 T 9 t 1 2t
sinx = 2sin—cos—= = =
2 2 VI+2/1+82 1412
9T . 9% 1 t? 1—¢2
cosr = cos®— —sin® — = — =
2 2 142 142 141t
t:tgg = g:arctgt = x = 2arctgt
2dt
d =
v 1+1¢2



1.3 Urcité integraly

Neur¢ité integraly [ f(z) do = F(x) (+c)...neurCenost - integraéni konstanta
Ukol f : (a,b) = R

Pocitame plochu pod grafem P =7

Provedeme tzv. déleni intervalu: a = tg <t1 <ty <---<t, =0b
Délici interval (t;,¢;1 1), na ném nabyva nejmensi hodnoty min f, ;
Provedeme na celém intervalu (a, b) a dostaneme:

Dolni souet piislusny funkei f a déleni D = {to,t1,t2,...,tn}

.+1) anejvetsi hodnoty maz fiy, 1., .y

L(f,D) = _min fi, 4,00 (tic1 —t;)

i=0
Jde o celkovou plochu spodnich obdéInickd.
Horni soudet prislusny funkci f a déleni D = {t¢,t1,%2,...,tn}

n
U(f.D)= Zmaa: fitistiony (tiv1 — ti)
i=0

Jde o celkovou plochu hornich obdélnicka.

L(f,D) < P <U(f, D) pro viechna déleni D
D zjeméni d&leni D
L(f,D) < L(f,D) < P < U(f,D) < U(f, D) pro vsechna déleni D

Postupné zjemiiovani - horni a dolni soucet splynou v integral

P:/abf(x)dx

Newtonova-Leibnitzova formule:

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a) = [F(x)]t

MiZeme zavést i pro spoCetné mnoho bodt nespojitosti.



2 Zaklady vektorové algebry, pocitani s vektory

skaldrni veliciny - Cislo + jednotka (hmotnost, objem, drdha)
vektorové veli¢iny - smér a velikost + jednotka
tenzorové veli¢iny - ponechdme na konec 2. semestru

2.1 Opakovani ze stredni Skoly

vektor - geometrické zavedeni
orientovand useCka - zacind v jednom bodé€ A a konci v druhém bodé B: @
nulovd orientovand Gsecka - A= B: 7,0
- nulovy vektor
Konkretni orientovand isecka - vdzany vektor
volny vektor (vektor) - mnoZina vSech orientovanych dsecek, které maji stejny smér,
stejnou orientaci a stejnou velikost
délka vektoru - délka libovolné orientované dsecky, kterd vektor reprezentuje
sCitani vektori i + ¥ -  zvolime reprezentanty se spoleCnym pocatkem, s¢itdme pies rovnob&€Zznik
nasobeni vektoru redlnym Cislem - reprezentant vyndsobime absolutni hodnotou daného cisla,
v pfipadé zdporného ¢isla zménime orientaci
soustava soufadnic -  tfi nekomplandrni pfimky, které se protinaji v jednom bode¢;

na kazdou z pfimek vyneseme mefici jednotku

U =ut + usj + usk

specidlné - navzdjem kolmé osy - ortogondlni
- navzdjem kolmé osy + stejna mefici jednotka - kartézska (ortonormalni)

|t] = u=y/ui +u3 + u3

u1, U, us . . . slozky vektoru v dané soustavé soutadnic (bazi)
Uy, ugj, usk ... praméty vektoru do jednotlivych soufadnicovych os

V kartézské soustavé soufadnic

V dané soustavé soufadnic A = [z 4,ya,24], B = [zB,yB, 28], U= E = uyi 4 ugj + usk
Plati:

Uy = IB—TA
U2 = YB — YA
U3 = ZB —ZA

Hantyrka: « =B — A
U= A§ = u1i + ugj + usk je linedrni kombinaci vektord i, j, k
Vektor ¥ je linedarni kombinaci vektor iy, . . . , Uy, jestlize existuji redlnd ¢isla ag, . . . , ay, tak Ze:

k
ﬁ:a1ﬁ1+~~~+akﬁk: E Oéi’ﬂ:i
i=1

V Einsteinové sumaéni symbolice ¥ = a;;, z kontextu: 1 < ¢ < k
Mnozina vektor i, W, . .., W, je linedrné zdvisld, jestlize jeden z vektord w; (konkrétni) je linedrni
kombinaci ostatnich vektord



Derivace vektoru @ = i + uﬁﬁ— U3E, kde u1 = uq(t), us = ua(t), us = uz(t)
PiSeme: @ = u(t)

dé  duj» dus- dus-
bt I i) B
T TR Y
o= (u1,ug,us)
di _ (du du, dug
dt \de’ dt dt

2.1.1 Skalarni sou¢in dvou vektoru o, ¥

Uhel dvou nenulovych vektori: @ = E ,U = ﬁ
£(u,7) = LBAC
0° < L(u,v) < 180°

Skalarni soudin: zobrazent, které kazdym dvéma vektorim , ¥ pfifadi realné ¢islo @ - ¥ tak, Ze plati

i |t] - |0] - cosp  oba vektory nenulové
10 alespon jeden z vektor( nulovy

Priklady z fyziky: prace sily W = F.3, magneticky indukéni tok & = B.-S
Plati (d4 se dokazat):

1. €7, €5, €3 vektory ortonormalni baze

€ €; =055 = { 0 it kroneckerovo delta

3. VkeRVG,T: k- (T-7) = (k-@) 0= (k-7
4 V@00 i (T4 @) =0T+ -0
4),(2): (G+7) @ =10+

Ortonormdlni béaze €7, €3, €3, v ni vyjadiené vektory

U = u1€) +ugfs+uzey = (u1,uz, us)
T = wvi1€) + 28y + w33 = (v1,v2,v3)
e ) (3) L L
Potitejme @ - ¥ = (u1€1 + u2€s + uz€3) - (v1€1 + vaa +v3€3) = (ugv1)(€1 - €1) + (urv2)(€y - &) +
S~—— S~——

1 0
u1v3)(€1 - €3) + (ugv1) (€ - €1) + (ugv2)(€s - €3) + (usvs)(€s - €3) + (ugvy) (€3 - €1) + (usva) (€3 - €) +
(u1v3) (€1 - €3) + (ugv1) (€2 - €1) + (ugv2) (€2 - €2) + (ugvs3) (€2 - €3) + (ugvy ) (€5 - €1) + (ugva) (€5 - €2)
0 0 1 0 0 0

@

(U3’U3>(53 . gg) = U1v1 + Uy + uszvz = u;v; € R

1
Pouze ortonormalni baze!

10



2.1.2 Vektorovy soucin

Vektorovy soucin dvou vektord i, ¥, oznaCujeme jej © x ¥, je zobrazeni, které témto vektordm pfiradi
vektor, a to takto:

—

W, || =|d|- U] sing, & L a,@ LV, pokud,djsounenulové
U= orientace pomoci pravidla pravé ruky
0 alesponi jeden je nulovy

S
X

Priklady z fyziky: moment sily M=7xF

Plati (da se dokazat):

1. v pravotocivé bazi

€1X€2 63
€3X€1 = é'g
€2X€3 = €1
2. UXU=—-UX1U
3. UX (U4 W) =udxT+dxd
(U+ V) xW=UXW+Tx W

4. Yk € RV, T k(@ x ¥) = (kil) x 7 = @ x (k)

Vyjadreni vektorového soucinu v ortonormalni bazich
Ortonormalni{ baze €1, €5, €3, v ni vyjadfené vektory

= u1€] + ugfa +uzfy = (u1,ug,us)
= 1€ + 1282 +v3f3 = (vi,v2,V3)

ST
|

o N o N N N N o (3),(4 N o N o
Pocitejme @ X U = (u1€1 +ug€a+ugz€s3) X (v1€1+v2€2+v3€3) (3).(4) (ugv1)(€1 x €1)+(u1v2)(€1 X &)+
v M
o €3
u1v3)(€1 X €3)+(ugv1)(€s X €1)+(ugve)(€s X €5)+(uavs)(€y X €3)+(usvy)(€s X €1)+(usvy) (€3 X €3)+
(13)(143)(21)(2q1)(22)(2ﬁ2)(23)(2q 3)(31)(:‘1 1)+(uzv2)(€3 X €2)
—€2 —e€3 o €1 €2 —€1

(1),(2) o o .
) =" (ugus — uzv2)€1 + (uzvy — u1v3)€s + (u1vs — ugvy)Es

—

(U3’U3> (63 X é'g

S

V ortonormaln{ pravotocivé bazi:

UX T = Uy Uz U3
U1 V2 U3

usz U
U3 U1

Uy U2
v U2

11



2.2 Vektorové prostory

Dosud - vektory - geometricka predstava - orientované usecky

2.2.1 Definice vektorového prostoru nad mnoZinou R

M¢éjme mnoZinu V (jeji prvky nazveme vektory) a na této mnoZiné definovanou operaci ,,+* tak, Ze plati
nésledujici pravidla:

(i) d+b= 5+dpron,5€ 1%
(i) @+ (b+@&) = (@+b) +EproVad,b,ce V
(iii) 3 prvek, oznaéme jej o'takovy,zea+ o0 =0+ ad=dproVa eV
(iv) V@ € V existuje prvek, ktery oznatime (—a), tak, Ze plati @ + (—d) = (—d) +a =3

Celkové (V,+) je komutativni grupa.
Rekneme, Ze takovéto mnoZina (V, +) je vektorovym prostorem nad R, jestlize dle plati:
ke Vk € R aVad € V je definovén vektor k - @ € V tak, Ze je splnéno

) k‘o(d’Jrg) :k-6+k~5pr0Vk€RaV&',5€ 174
i) (k+1)-d=k-d+1-dproVk,lecRaVaeV
(vii) (k-0)-@d=k-(l-d)proVk,le RaVaeV

(viii) 1-d=dproVaeV
K zadani vektorového prostoru je tfeba zadat:
1. mnozinu V' (nosnd mnoZina)
2. definovat operaci ,,+ (s¢itdni vektort)
3. definovat operaci ,,-“ (nasobeni vektoru ¢islem)
4. ovéfeni axioma (i)-(viii)

Nulovy vektorovy prostor: V = {v}, ,+“04+0=47, ,“VkeR:k-0v=7

12



2.2.2 Definice skalarniho soucinu

V' ... vektorovy prostor
Rekneme, Ze zobrazeni V x V' 3 [i, 9] — @ - ¥ € R je skaldrnim soucinem na vektorovém prostoru V/,

jestlize jsou splnény ndsledujici axiomy:
(i) (T+7)-d=u-w+7-dproVu,v,d € V
(i) (k-u)-v=k-(u-¥)=u-(k-V)proVk e RVi, 7€V
(iii)) - v =0 -dproVu,v € V
@iv) 4-u>0proVd € V rovnost< o =0

Vektorovy prostor, na kterém je takto definovan skalarni soucin, se nazyva Euklidovsky.
V matematice Euklidovsky prostor i jako prostor bodi s ur€itou topologii.

Uhel dvou nenulovych vektori

u-v
cos £(u,v) =
0 =
Velikost vektoru definujeme
|g] = v - a

Uhel vektort je vdzany na skaldrni soucin.
GLlbe=1a 7=0
Jak je skalarni soucin zadan?
e (V,+)... samotny vektorovy prostor
o [U,U] > U U

e ovéfeni axiomu (i) - (iv)

13



3 Zaiklady vektorové algebry v R? a R?, prechody mezi bazemi

< 1, o, ﬁ,> je libovolnd baze v R?

i = wifitufetusfz=uf;
@ = (ur,ug,us)
ui, Uz, u3 ... sloZzky vektoru v bazi <ﬁ, fg,fé>
Uy ]717 Ug ﬁ, U3 f;;, ... praméty vektoru do soufadnych os (vektory)
(1) : <f1,f27f3> bize v R
(2): < i1 fh _é> baze v R?
1= T fi + Tiafa + T3 f3
o = Toufi+Teafo+ Tasfs
3 = 31 f1 + Tsafa + Taa f3

fi=7jifi
Koeficienty

Ttadek,sloupec

Transformaci charakterizuje matice prechodu:

Ti1 Ti2 Ti3
T=1| To01 T2 723
731 T32 733
3.1 Matice a pocitani s nimi

Matice - usporadani ¢isel do obdélniku.

ailr a2 ... Qin
A @21 a2 ... G2n ( ) . / m  fadka
= = (a;)...matice typum/n o
: : * yp n  sloupci
aml Am2 ... Qmn

i...radkovy index, 1 <i < 'm

7 ...sloupcovyindex, 1 < j <n

Specidlné: ¢tvercova matice m = n.

Specidlni typ ¢tvercové matice - jednotkovad matice (fadu n)

1 0 ... 0
0 1 0

E, = ((5”)
0 0 1

Sél’téni)matic /
A = (as5 typumn} .
stejné t
= (b;;) typu m/n Jne typy
C=A+B= (cij),kde Cij :aij+bij,C’jetypum/n

14



Nasoben{ matice redlnym ¢islem

A= (aij), k € R
]f . A = (k} . aij)

Nasobeni matic
A = (ai;) typu m/n
B = (by; )typu n/p
C=A-Btypum/p

Cz’jzzaik'bkja 1<i<m,1<j<p
k=1
Plati:

1. (A-B)-C=A-(B-C), Atypum/n, Btypun/p, C typup/q
2. A-(B1+By)=A-By+A-By, Atypum/n, By, B typun/p
3. (A1 + A2)-B=A; - B+ As- B, Aj,Astypum/n, B typun/p
4. A+ B=B+ A, A ,Btypum/n

5 k-(A-By=(k-A)-B=A-(k-B), Atypum/n, Btypun/p
6. (k+1)-A=k-A+1-A

7.A-B£B-A

Regularni matice
¢tvercova matice (fadu n)
Méjme matici A = (a;;) Fadu n. Rekneme, Ze matice A je reguldrni, jestlize k ni existuje inverzni matice.
V opacném piipadé nazveme matici A singuldrni.
Rekneme, Ze matice A~! ¥adu n je inverzni k matici A, jestlize plati A~1 - A= A- A~ = E,.

Hodnost matice
A = (aij) typum/n

a1l ... Gin 1. vektor
A= ail ... Qin i-ty  vektor
Am1 - Qmn m-ty  vektor

Jedna z moZnych definic
Pocet linedrné nezavislych vektora reprezentujicich fadky (fadka chapanych jako vektory).
Hodnost matice A znacime h(A).

Jak hodnost urc€it?
Pieved do schodovitého tvaru + spocitani nenulovych fadkt

Rekneme, e matice A = (ai;) typu m/n je ve schodovitém tvaru, jestlize kaZdy nenulovy fadek zacind
vétsim poctem nul neZ predchozi.
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Jak ji do schodovitého tvaru dostat?
Elementarnimi fadkovymi (sloupcovymi) dpravami

(1) vynasobeni libovolného fadku nenulovym cislem
(ii) pricteni k nasobku ¢-tého fadku k j-tému radku

Disledek: vyména fadkd matice

Vypocet inverzni matice (pokud existuje)
jedna z moZnosti

1. zapiSeme zadanou matici a vedle ni jednotkovou matici téhoz fadu

2. zadanou matici A prevedeme ERU na jednotkovou matici, tytéZ tpravy provadime s jednotkovou
matici

3. jednotkova matice piejde v inverzni matici
(A|En) N (En|A71)
Determinant ¢tvercové matice radu n
A = (ai;)
ayl .- Qip
detA=|Al=| = Z sgnP - ayj, - a2y - - - - Qnj,

P
apl ... Qpnp €p

P .. . konkrétni permutace z mnoziny vSech permutaci p sloupcovych indexi
P =(j1j2 .. jn), n! moZnosti
sgnP = { 1 v permutac% P J:e spd)’f pocet i.nverzi
—1 v permutaci P je lichy pocet inverz{
inverze = ,,mensi ¢islo sloji za vétSim*
l.n=1
A=(ann), [Al=an

2. n=2

ail a2
A= ) \A| = a11a22 — @12G21
a1 a2

mnemotechnicka pomtcka:

3. n=3
ailr @12 a3
A= az1 G22 A23 ) A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13021a32
azp asz2 ass —a13022031 — 12021033 — 411023032

mnemotechnickd pomticka- Sarusovo pravidlo:
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Pozndmka
Vektorovy soucin dvou vektordi v R3.

@ = (u1, ug,us), ¥ = (v1,v2,v3) v ortonormdlni bazi <i,j, k>

formalni determinant:

) ik
UXU=| uy uy us
U1 V2 U3

Dulezité pravidlo pro ¢tvercové matice fadu n
Matice A je reguldrni < |A| #0 & h(A)=n

3.2 Matice prechodu mezi bazemi

Obecné baze v R3:

T = (75)
GaR) = (AR
S = (0i)

Jaké maji matice 7', S vlastnosti?
T, S jsou regularn{

Jaky je vztah mezi T, S?
fi=mifi  fe=onrsfs
fi=mijf; =1 (Ujsf;) = 735045 [y = ais f,
——
Ajs

Vyjadreni vektoru v dané bazi je jednoznacné:
s=1 = a;s=1
s#i = aj =0

A=T-5= 1T, jsounavzijem inverzni

a;s = 0;5s A = (a;s) je jednotkova matice

Jaky je vztah soufadnic téhoZz vektoru v ¢arkované a ne¢arkované bazi?

i@ = (u,ug,us) = uifi | - - =
o — (G uifi= S
i = (uj,uh,uy) = U;J 5
U= u;fi = u; (szfjl) = Ui0yj fj = u;f]/ = Uj = Ui
~——
uj
(u’l uh ug) = (u1 Ug U3) S
analogicky (w1 up wug ) = (u} wh uy )T
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Specidlné:
ortonormalni baze

oo o \T=(15) oy o o
<€1,€2,€3> ? <€1762563>
—y - - - -
€] = Ti1€1 + Ti2€s + Ti3€3 /- o
VN = = 7 = - =
e -6 = T1(€1- )+ Ti2(ea - €2) + T13(€3 - €2)
0 1 0
— -
€162 = Ti2
zobecnéni € - €; = T
analogicky €; - €, = oy

T, S jsou tranponované

18



4 Obycejné diferencialni rovnice
Rovnice 1. radu

Proc¢?
mechanika: d
u(t
a(t) je ddno = #(t) =7 a(t) = 2?
dr(t
T(t) je ddno = 7(t) =7 @(t) = gt)
radioaktivni rozpad:
dN(t) .
=—-N(t)-A (R
= A ®
prichod zéfeni latkou:
dI(x)
=1
P () -
R:
dN(t)
= —=N(t) -\
T (t)
dN
—_— = —Adt
v o/
In|N| = —-X+InC
N = (.M

4.1 Terminologie

Obycejné diferencidlni rovnice . .. obycejné derivace
1.rad ... derivace 1. fadu
Diferencialni rovnice n-tého radu:

F (y(")(a:),y("_l)(x), . ,y'(m),y(x),x) =0
Pi.
In (y(s)) —sin(y’) +yz?" =0
Rovnice rozieSend vzhledem k n-té derivaci

y"(z) = f (y("_”(x), y" (), ...,y (2), y(2), w)

Obecné feseni rovnice n-tého fadu v sobé obsahuje n konstant.
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4.2 Diferencialni rovnice 1. radu se separovatelnymi proménnymi a piribuzné rov-
nice

Obecny tvar:

y = f(x)-g(y)
% = f(z)-9(y)

dy 2
/@ = /f(x)dm g(y) =0
Véta

Necht' f(x) je spojitd na intervalu {(a, b) a necht’ g(y) # 0 pro Vy € (¢, d).
Potom kazdym vnitfnim bodem (z, yo) obdélniku (a, b) x (¢, d) prochdzi pravé jedno feSeni rovnice

(
= f(z) - g(y)

/g:f(t)dt/ng(ls)ds

Partikularn{ feSeni . .. feSeni vyhovujici zadané pocatekéni podmince (y(xo) = yg).

a je dano takto:

Homogenni rovnice

Resi se zavedenim substituce u(z) = y(;)
y(x) = z-u(z)
y'(x) = ulx)+az u(z)

dosadime:
u(z) +z-u'(z) = f(u)

Toto je separovatend rovnice pro nezndmou u(x) — vyfe§ime a zpétné dosadime do y(z) = x - u(x)

4.3 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Rovnice tvaru:

a(x),b(x) ... funkce
b(x) = =0 homogenni rovnice (HR)
= # 0 nehomogenni rovnice (NR)

Plat{
Pokud jsou y1 () a ya(z) feSeni (NR), potom 1 (z) — y2(z) je FeSenim (HR).
Diikaz je zfejmy

Dilezity ddsledek
VSechna feseni (NR) jsou v tomto tvaru:

Yn(2) = yn(x) + yp(2)

yn(x). .. obecné feseni (HR) (s konstantou C')
yp(x)...jedno libovolné feseni (NR)
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Postup

1. Re$ime homogenni rovnici (metodou separace proménnych) a ziskdme feSeni

yn(x) =C - f(z), C € R konst.

2. Hleddme feSeni y, (), napiiklad metodou variace konstant
polozime y,(z) = A(x)- f(z), A(z)...neznimd funkce
yp(z) = Allz)- f(z) + Ax) - f'(=)
a dosadime do ptivodni rovnice
A'(x) - f(x) + A(@) - f'(z) + a(z) - A(z) - f(x) = b(x)
Al(x) - f(z) + A(@) - [f'(z) +alz) - f(=)] = b(2)

=0 feseni (HR)

Al(z) - f(x)

Il

S
—~

8
~—

Vypoditime A’ (z)
Zintegrujeem a dostaneme A(x)
Mame tak partikuldrni feSeni y,(z) = A(z) - f(z)

3. Zavér

Yn(2) = yn(@) +yp(z) = C - f(z) + A(z) - f(z)
Dalsi specidlni a snadno feSitelné typy DR 1. fadu:
e Lagrangeova, Clairautova a Bernoulliova rovnice - v Bartsch, Rectorys

e exaktni rovnice (konzervativni silové pole)
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5 Diferencialni rovnice 2. radu - linearni rovnice s konstatnimi koe-
ficienty

Fyzikaln{ aplikace:
ﬁ(t,x,y,z,:’n,y,é) mfr
Fw(ta‘rayvzaiay72}) - ma"
Fy<t7$ay>z7i‘,y7é’) - my
Fz(tvxayvzafbay.aé) = mz

chci trajektorii (), y(t), z(t)

Kyvadlo:

c"v—i—%sina:O

malé thly sina = «

d+%a:0

Linedrni rovnice s konstatnimi koeficienty

y'(x) +a-y'(x) +b-y(x) = f(z)

y(z) ... hledand funkce
a, b, . ..konstanty
f(z) ... funkce
| =0 homogenni rovnice (HR)
@)= { # 0 nehomogenni rovnice (NR)

Zkraceny zapis:
y' +ay +by=f

Véta /Cauchyova pocatecni iloha/
Necht' A, B € R jsou konstanty a funkce f(x) je spojitd na intervalu .
Potom existuje praveé jedno feseni diferencidlni rovnice

y' +ay +by=f

splilujici podminky
y(xo) = A, y'(x0) = B, xo €1
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5.1 Homogenni rovnice
y'+ay +by=0

Plati:
Funkce e*? je feSenim (HR) < ) je feSenim charakteristické rovnice (CHR)

N 4ra\+b=0
Dikaz:
e, X € R je feSenim
(6)\9:)/ _ )\e/\z (6)@)// _ )\2€>\:L’
Dosadime

NeA 4 are + b =0 < (/\2+a>\+b)$:0 < M+ a)+b=0(CHR)
#0
Diskuze vzhledem k typu feSeni (CHR) A% + a\ +b =0

1. Dva rizné redlné koteny Aq, Ao, A1 # Ao
eM?® feSenim (HR), e*2” feSenim (HR)
Potom i jejich linearni kombinace je feSenim, tj.

y(z) = C1eM® + Che2®

Je mozno takto zapsat vSechna feSeni? (Otdzka 1)

2. Dva komplexné zdruzZené kofeny \; = a + i3, Ao = o — i3
e*? fesenfm (HR), e*2® feSenim (HR)
Potom i jejich linearni kombinace je fesenim, tj.

y(z) = CreM® 4+ Chye™2®
Je moZno takto zapsat vSechna feseni? (Otdzka 2)

y(z) = CreM® 4 Cyet2”®
CrelotiBle o pelamibe
C1e%% BT 4 Ot e
= ™ (C1ePT 4 Cre™'07)

C1(cos Bz + isin B) + Ca( cos (—Bz) + isin (—,Bx))}

= [(Cy + Cy) cos Bz +i(Cy — cz)smﬁ]

aa:

|

_ eow [C1 cos Bz + isin B) + Cy(cos fx — isin ﬁx)}
[
(A

cos Sz + Bsin fx)
A, B ... konstanty

3. Dvojnésobny redlny kofen Ay = Ao = A
eM?® .. feSenim (HR)
y(z) = O™

kde je druhd konstantna? (Otdzka 3)
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Definice
Rekneme, Ze 1 (2), y2 () je fundamentalni systém feseni (HR) 4" 4 ay’ + by = 0 na I, jestlize pro Vz € I
plati:

x

Wronskian = vilz)
) T

2(z)
() () ‘*0

Véta
Pokud je y; (x) a y2(«) fundamentdln{ systém FeSeni, potom kazdé feseni (HR) je ve tvaru

y(x) = Cry1(z) + Caya(x)

Dikaz
1) Ze je Chy1(x) 4+ Cayz(z) feSenim zjistime dosazenim
2) Mame-li zaddno y(zg) = A,y'(z9) = B = musime najit konstanty C,C5, aby dané feSeni tyto
podminky spliiovalo:
y(xo) = Ciyi(zo) + Caya(wo) =
y' (o) = Cuyi(xo) + Coys(wo) =

Hledame C4, Cs.
Soustava dvou rovnic, matice soustavy:

(ne) we)

Determinant = Wronskidn, je odlisny od nuly = soustava ma pravé jedno feSeni.

Odpovédi na otazky
1. (CHR) A2 + aX + b= 0 (HR) 4" + ay’ + by = 0 ma dva rizné redlné kofeny \; # Ao
Fundamentalni systém feSeni (FSR) 31 (7) = eM% yo(z) = e*2®
Yi(z) = MeM® yo(z) = Age2®
y yi(z) ya() ‘
Wronskidn =
‘ vi(z)  ya(x)

B e)\l.r e)\zm
)\16)\1ch )\26>‘23c

— )\2e>\1zehz _ )\16)\1956)\21

= (e-A) et #£0

0 ruznd feseni 70 exponenciely

KaZzdé feSeni takovéto (HR) je tvaru

y(z) = C1y1(z) + Coya(x) = C1eM 4 Coe?”

2. (CHR) ma dva komplexné zdruzené kofeny A\; = a + i3, Ao = o —if3
FSR: yy (z) = eM®, yp(z) = eM2®
Kazdé teSeni je tvaru

y(z) = C1y1 () + Coya(x) = CreM + Coe?”

y(x) = e*(Acos Sz + Bsin fx)
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3. (CHR) ma dvojndsobny redlny kofen A = \; = Ay € R
FSR: y1(2) = e, yp(2) = ze®
Vsechna feseni jsou tvaru
y(x) = C1eM + Coxe®

Ovéfem’
y1(r) = Z/Q(ﬂf) = e
yi(z) = >\€”, ya(z) = A”“rfv%@“
T xer®
’ 315 g ﬁ ; ‘ ’ M (14 apyere | = (FAR)ETeR —

Ovéfit, zda yo(z) = 2’ je feSenim
yh(x) = er + xAe”
Y () = XM + e 4 xAZeA = 2\ f 2N\ 2eT

y" 4+ ay + by
22 + 2A2eM 4 a(e + zXe ) + b(ze?)
RN+ 22+ a(l + x)) + b))
e [(x (A 4+ aX + b) +2) + d]
=0 (CHR)
A2\ + a)

Zbyva dokazat 2\ +a =0
Dvojndsobné feSeni= D =0=a?—4-1-b=a®—4b
Mog==2EYD — & - 9y 1 q=0
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5.2 Nehomogenni rovnice

Véta
Necht’
y" + ay’ + by = f1(x) mé feSeni y; ()
y" + ay’ + by = fo(r) mé feSeni yo ()
Pak

Ciy1(z) + Caya(x)
je fesenim rovnice
Y +ay’ +by = C1fi(z) + Cafa(x)

Duisledek
Vsechna feseni (NR) jsou v tomto tvaru:

Yn() = yn(z) + yp(z)
yn(x)...obecné FeSeni (HR) (zhomogenizované rovnice)
yp(x).. . jedno konkrétni, tzv. partikuldrni feSeni (NR)
Jak najit y,(z)?

1. Metoda variace konstant
nalezneme FSR (HR): 41 (z), y2()
polozime y,(x) = A1 (2)y1 () + A2(2)y2(z)
Plati: funkce A;(x), As(z) ziskdme z ndsledujici soustavy rovnic + zintegrovanim

Ay @)y () + Ay (2)y2(z) = 0
A(2)y) (2) + Ay(2)ys(x) = f(2)

2. Specidlni typ pravé strany

o f(z) = e (dmna™ +dm_12™ " + -+ diz +do), a €R, d €R,ic{0,..,m}

polynom stupné m

Plati

e (epz™ + Cp1 ™ L4+ F gz + co) « neni kofen (CHR)
yp(x) = 2% (Cppx™ + Cp12™ L 4+ -+ T + co) « je jednoduchy koren (CHR)

22" (Cna™ + Cmo12™ t + -+ 1z + o)« je dvojndsobny kofen (CHR)

e f(x) = e*® (P, (z)cosfz + Q,(x)sinfzx), a,f8 € R, P, (x) polynom stupné m,

Q. (x) polynom stupné n
Plati

() = e** (Rs(x) cos Bz + Ss(x) sin Bz) « + if neni kofen (CHR)
Yo\ = zea® (Ry(z) cos Bz + Sy(x) sin Bz) o + i je jednoduchy koten (CHR)

Rs(z), Ss(x) polynomy stupné s, s = maz{m,n}

26



5.3 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty
Yy (@) + ano1y" V(@) + -+ ary' (@) + aoy = f(x)

a; € Rkonst., i € {0,...,n—1}
flz) = =0 homogenni rovnice (HR)
= # 0 nehomogenni rovnice (NR)

Yn(T) = yn(x) + yp()

yn(x). .. obecné feseni (HR) (zhomogenizované rovnice), obsahuje n konstant
yp(z). .. libovolné jedno, partikuldrni feSeni (NR)

1. Homogenni rovnice
(CHR)
A"+ apy A NP+t adt+ag=0

ma n kofend (pocitano véetné nasobnosti)

FSR
A1 ... ki-ndsobny kofen y(z) = eM?, yo(z) = weM®, ... yr, () = azki-lehe
A2 ... kg-ndsobny kofen yi,11(z) = €M% ypio(x) = weT L oy ik (x) = zkrTlere®

obecné reseni:
yh(‘r) = Clyl(x) + ngg(l') + -+ Onyn(x)

2. Nehomogenni rovnice

e Metoda variace konstant
polozime y,(z) = A1 (z)y1(z) + A2(z)y2(z) + -+ - + An(2)yn(z)
feSime soustavu:

Ay @)y (@) + A ()yd" P (@) + -+ AL @)y (@) = 0
Ay @)y (@) + A ()yd" (@) + -+ AL (2)y Y () f()

a zintegrujeme

e Specidlni typ pravé strany

6 Vynechano
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7 Krivocaré souradnice

7.1 Zakladni pojmy - krivka a plocha

Kfivka
R
Zobrazeni EZ’ Z; 5t — 7(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R® Parametrické vyjadieni kiivky
ACR

7(t) polohovy vektor
x(t),y(t), z(t) redlné funkce
predpoklady: spojité, maji spojité derivace

Plocha
RQ
Zobrazeni EZ’?? i g? Z; > (t,5) = x(t,8) = (x(t,8),y(t, ), 2(t,s)) € R® Parametrické vyjddfeni
ACR?
plochy

7.2 Soustavy souradnic v roviné
7.2.1 Kartézska

Soufadnice [z, y]
Souradnicové kiivky
t1 — (t1,y) vy = konst
to — (x,t3) x = konst
Tecné vektory k soufadnicovym kiivkdm
kiivka k — (x(t),y(t))
dz dy

teCny vektor (E’ E)

7.2.2 Polarni
Vhodné pro kruznice, kruhy ¢i jejich casti
r vzdélenost bodu od pocatku
o orientovany uhel jako odchylka privodice bodu od kladné ¢asti osy x

T = TCosy

y = rsingp
celou rovinu dostaneme pro r € (0, 00) = R a ¢ € (0,27)
Souradnicové kiivky

e ¢ = konst
r = (z(r),y(r)) = (rcos ¢, rsinp)

polopiimka se zacatkem v pocatku, svirajici orientovany thel ¢ od kladné Casti osy x
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e 1 = konst
¢ = (2(r),y(r)) = (rcos g, rsin )

kruZnice se stfedem v pocatku a polomérem r

Tecné vektory k soufadnicovym kiivkam

e = %,@ = (cos p, sin ¢)
or’ or

€, = %,@ = (—rsinp,rcosp)
Op’ Oy

Plo$ny element vymezeny kiivkami v, + Ar a ¢, o + Agp
AS = r-Ar-Ayp

dS = r-dr-dy
Pocetné:
dS =€, x €,|-dr-de
e = (cosyp,sinp,0)
€, = (—rsing,rcosep,0)
oS sinp 0 0 cosyp cos sin ¢ . 2 IR
erxCe = ( rcose 0 |’ 0 —rsing ”’ —rsing 7rcosyp D = (0,0,7cos™p +rsin" ) = (0,0,7)
€ X = 7

dS =€, x €,|-dr-de=r-dr-dy

7.3 Soustavy souradnic v prostoru
7.3.1 Kartézska

Soufadnice [z, y, 2]
Anologicky jako v roviné.

7.3.2 Cylindrické (valcové)

pro objekty s osovou symetrif - vélec, kuZel, paraboloidy,. . .

r vzddlenost bodu od osy z

o orientovany uhel jako odchylka privodice kolmého primétu bodu do roviny zy od kladné ¢asti osy x
z kartézska souradnice

T = TCcos
= rsing
z = =z

cely prostor dostaneme pro r € (0,00) = R{, ¢ € (0,2m)az € R
Souradnicové plochy (funkce dvou proménnych)

e 1 = konst, (¢, z) se méni (parametry)

(g, 2) = (z(p, 2),y(p, 2), 2(p, 2)) = (rcosp, rsingp, z)

védlcova plocha
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e © =konst, (1, z) se méni (parametry)

(r,z) = (x(r,2),y(r, 2), 2(r, 2)) = (rcos e, rsing, z)

polorovina, jejiz hrani¢ni pfimka je osa z

e 2z = konst, (¢, r) se méni (parametry)

(503 T) - (IZ’((,O, T)a y((pa T’), Z(<)07 7”)) - (T’ cos ¢, rsinp, Z)

rovina rovnobézna s rovinou xy
Souradnicové kiivky (funkce jedné proménné)

’r‘ ol y frg y Z eni
° konst konst, z se méni (parame

tr)

z = (2(2),y(2), 2(2)) = (rcosp,rsing, 2)

primka rovnobézna s osou z

e ¢ = konst, z = konst, r se méni (parame

tr)

r — (z(r),y(r), z(r)) = (rcosp,rsiny, z)

poloprimka kolma na osu z s pocatkem na ose z

e r = konst, z = konst, ¢ se méni (parame

tr)

o = (2(9),y(p), 2(p)) = (rcosp,rsing, 2)

kruZnice v rovin€ rovnobézné s rovinou xy se stiedem na ose z

Tecné vektory k soufadnicovym kiivkam

- Jx Oy 0z
z - A a0 a. | — y 7]-
c (82 0z 82) 0,0.1)
e = %,@,% = (cos p, sin p, 0)
or’ or’ Or
€y, = a—x,@,% = (—rsinp,rcosp,0)
o dp" Op
Element objemu
9z 9y 0z
L T

dV =|é. - (€, x )| -dr-dyp-dz =

Element plochy

e 7 = konst, (¢, z) se méni

dp Oy Dy
9z 9y 0Oz
0z 0z 0z

Jakobidn
pro vélcové soufadnice vyjde

-dr-dp-dz=7r-dr-dey-dz

dS = |, x €| -dp-dz

e © =konst, (1, z) se méni

dS = e, x &,|-dr-dz

e z =konst, (p,r) se méni

dS = |&, x &| - dg - dr
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7.3.3 Sférické (kulové) souradnice

pro koule, kulové plochy, kuZel

r vzdalenost bodu od pocatku

 orientovany uhel jako odchylka privodice kolmého primétu bodu do roviny xy od kladné ¢asti osy x
1 odchylka privodi¢e bodu od kladné ¢asti osy z

r = rcospsind
y = rsinpsind
z

= rcos?

cely prostor dostaneme pro r € (0,00) = R{, ¢ € (0,27) a9 € (0, 7)
Soufadnicové plochy (funkce dvou proménnych)

e r = konst, (¢, 1) se méni (parametry)
(p,9) = (x(p, ), y(p, ), 2(p,¥)) = (r cos psind, r sin p sin, r cos ¥)
kulova plocha
e © =konst, (r,9) se méni (parametry)
(r,9) = (z(r,9),y(r,9), z(r,9)) = (rcospsind, rsin g sin 9, r cos )
polorovina, jejiZ hrani¢ni pfimka je osa z
e ) = konst, (i, r) se méni (parametry)
(p,1) = (x(o,7),y(e, 1), 2(p, 1)) = (rcosesind, rsin psin, r cos J)
kuzelova plocha
Soufadnicové kiivky (funkce jedné proménné)
e 1 = konst, ¢ = konst, ¥ se mén{ (parametr)
¥ = (x(9),y(9), 2(9)) = (rcospsind, rsin psind, r cos ¥)
polednik
e r = konst, ¥} = konst, (¢ se méni (parametr)
o = (z(p),y(p), 2(p)) = (rcos psind, rsinpsin g, r cos 9)
rovnobézka
e ¢ = konst, ¥ = konst, r se mén{ (parametr)
r — (z(r),y(r),z(r)) = (rcos psin g, r sin @ sin ¥, r cos )
poloprimka jejiz pocate¢nim bodem je pocatek

Tecné vektory k soufadnicovym kiivkdm

— _ al’ 3y 82 _ ‘ ) ‘ .
€y = (819’819’819) = (rcos pcos ¥, rsin p cos v, —r sin )
€y = (%»SZ,S{Z} = (—rsingsind, r cos psin v, 0)

dr 0y 0z

g, = <8T7ar7ar>:(cosapsmﬁ,smgpsm&cosﬁ)
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Element objemu

9z Oy 9z
ar r ar
AV =&, - (&, x &)|-dr-dp-dd = | | §& i % | |-dr-dp-dz=7"sind-dr-dp-dv

Op
dr Oy Oz
09 09 09

Jakobidn
pro vélcové soufadnice vyjde 2 sin 9

Element plochy

e 7 = konst, (¢, ) se méni
dS = |&, x & - dp - v

e © = konst, (r,1) se méni
dS = |€, x ey|-dr-dJ

e ¢ =konst, (¢, r) se méni
dS =|é, x €| -dp-dr
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8 KFrivkovy integral 1. a 2. druhu

8.1 Uvod

Proc?
délka krivky, hmotnost kfivky (s proménou hustotou) - 1. druh
prace sily po kiivce - 2. druh

Co potiebujeme?
Definice kiivky
zobrazeni:
t—7(t) = (z(t),y(t), 2(t))

x(t),y(t), z(t) jsou funkce spliiujici predpoklady:
e spojité a maji derivace
e spojité derivace 2/ (t),y'(¢), 2/ (t)

e s vyjimkou kone¢ného poctu bodi je zobrazeni t — (x(t),y(¢), z(t)) prosté

8.2 Krivkovy integral 1. druhu

Pozn
objem - objemova hustota
(7) = i Am  dm
A= AVBOAY T av
plocha - plosné hustota
() = lim Am dm
V= 550 AS T ds
ktivka - linearni hustota
(7 = 1 Am _ dm
U= 50 AT T

Ukol
kiivka C': {a,b) 5t — 7(t) = (z(t), y(t), 2(t))
kiivka m4 hnearm hustotu p(7) = p(x(t ) (1),
Jaka je hmotnost kiivky? Déleni (a, b) : a = tg
Jakou hmotnost md element (¢;,t;11)?

), kterd je spojitd
t

z(t
<t < <tph 1 <th,=0b

Am<ti7ti+1> = /’L(F(g))Al<t“t1+1) € 6 <tza ti+1>
,Pythagorova véta“ (Velikost dsecky v R?)

Al 1) = VIz(tivr) — 2(t)2 + [y(tier) — y(&)]2 + [2(tig1) —

Analyza: Lagrangeova véta o stfedni hodnoté
Necht' f(z) je spojitd na (a, b) a ma derivaci.

In € {(a,b) tak, ze f'(n) = f(b()) : CJ:(G)
Mo € (tistivr) : x(tivr) — (i) = 2" () (ti1 — i)
Iy € (tistivn) 0 y(tirr) —x(t:) =y (ny) (tir1 — )
s € (tistivr) o 2(tigr) — a(ts) = 2/ (0:)(tisr — )
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Dohromady:

Al tig1) = \/[SE’(%)F + [y ()] + [/ (0:2)]2 (ti1 — 1)

Ammmﬂ>=u@@DAmmHn=uﬁﬁ»¢ﬁ%mﬂl+MWMW*ﬁXWAPﬁwl—h)

M= Ay = 3 Nl )P + )P+ )Pt — )
i=0 1=0

Zjemiiovan{ d€leni (norma d&leni — 0) : Y — [

Definice

Kiivkovy integrél 1. typu ze spojité funkce f(z,y, z), definované v okoli kiivky C, pres kiivku
C:{a,b)>t—7(t) = (x(t),y(t),2(t))

b

/ﬂ%%ﬂd=/ﬂﬂmMW4m¢W®F+W@P+V@Pﬁ
C

a

oznacen{ Riemann

Pozn
Zmeéni se parametrizace kiivky - zménf se vysledek? NE
C:{a,b) >t — (2(t),y(t),2(t)
C:{a,b) 35— (x(s),y(s),2(s))
tatdZ mnoZina bodd: s = f(t)
Aplikace
1. délka krivky

L= [1d flzyy,2) =1
/

2. hmotnost kiivky
m = /u i f(z,y,2) = plz,y, 2)
C

3. poloha tézisté

T = %/fw(ﬂ?»yﬂ) dl f(x’yaz) = xu(x’yaz)
C
1
yr = E/y/‘(xvywz) di f(m,yw)zy,u(m,yw)
c
= [ty A o) = o)
C

4. moment setrvacnosti

(v + 2,y 2)dl - fla,y,2) = (v + 2°)ule,y, 2)

C

5= [ Py il @) = @+ Pate.2)
C
/(962 + )z, y,z) Al f(z,y,2) = (2 +y*)u(z,y, 2)
C
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8.3 Krivkovy integral 2. druhu

kiivka C': {a,b) 5t — 7(t) = (z(t), y(t), 2(t))

silové pole F(7) = (Fy(z,y, 2), Fy(z,y,2), F.(z,y,2))
F,, Fy, F, jsou spojité funkce.

Jaka je prace sily po kiivce C'?

Definice

W:/ﬁdv?
C

Déleni (a,b) : a =ty <ty < -+ <tp_1 <t,=>
§ € (titiy)

AW<ti7t1‘,+1> ﬁ(F(g))AF<tz,t7+1> =
Fw(l'(f), y(i), Z(g))A'r<ti,ti+1> + Fy(.ﬁ(f), y(f)’ Z(f))Ay<ti,ti+l> + Fz(x(f), y(f), Z(E))Az<ti,ti+l>

Lagrangeova véta o stiedni hodnoté

37795 € <ti7ti+1> : A'r<ti7ti+1> = xl(nw)(ti+l - ti)
Iy € (tistivr) Ay, =Y () (i — ti)
In. € (tistiyr) : Azt = 2 (02)(tigr — )

AW<ti¢i+1) = [Fm(ﬂf(f),y(ﬁ),Z(ﬁ))xl(%H
Fy(2(€),y(€), (€)Y (ny) + Fa(2(€),y(€), 2(6)2' (2)] (i1 — ti)

n—1

W = Z AW(ti,t7:+1) =

=0

i
L

[ (2(€), y(€), 2(6)2 (n2) + Fy (2(€), y(6), 2(8) (my) + Fx(x(8), (&), 2(€)) ' (n:)] (i1 — i)

N
Il
=)

Zjemiiovan{ d€leni (norma d&leni — 0) : Y — [

Definice

Mgjme kiivku C : (a,b) 3 t — 7(t) = (x(t), y(t), z(t)) a vektorové pole F(7) = (Fy(x,y, 2), Fy(z,y,2), F.(z,y, 2)),
definované v okoli kiivky C, F,, F,, F, spojité funkce.

Kfivkovy integrél 2. druhu z vektorového pole F (7) po kiivee C je

b
/ Fdr= / [F, ((8), y(8), 2(6)a’ (1) + F, (@(t), y(), (O (8) + Fx(2(t), y(0), ()< ()] dt

oznacen{ Riemann

Pozn
stejny vysledek  souhlasnd parametrizace (a pocatek, b konec)

Jind parametrizace mnoZiny boda T P . o
p y { opacny vysledek nesouhlasnd parametrizace (a konec, b pocatek)
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9 Funkce vice proménnych, derivace, smérova derivace, gradient

Drive

Funkce 1 promenné: f : R — R

Vektorové funkce

1 proménné. . . kiivka ¢t — 7(t) = (z(t), y(t), z(
s

)) € R?
2 proménnych. ..plocha (¢, s) — x(t) = (z(t, s),

t
) y(t,s), 2(t, s)) € R
Nové
Skalarni funkce vice n proménnych: R > (21, 22,...,2,) = f(z1,22,...,2,) ER
pron =2:R% > (x,y) — f(x,y) € R
pron=3:R3> (z,y,2) = f(z,y,2) €ER
R2D> M > (z,y) = f(z,y) =2 €R
R3D M 3> (z,y,2) = f(z,y,2) €R
(x,y,2) = 2+ 2y — z+4 = konst. .. rovina

9.1 Parcialni derivace

Drive
fTR—>R
oy df(@) o fle—h) - f(@)
f@) == = h
Parcialni derivace
R® > (2,y,2) = f(x,y,2) €R
/ _af(xaya )_ f(.’E-l—h,y,Z)—f(fE,'y,Z)
fz(x,y,z) - 8.’1} - ]11,*)0 h
/ af ) . f ) +h7 7f IS
fi(way,2) = (r;yy z) lim (z,y Z})L (z,y,2)
/ _ 8f(x,y7z) R T f(x,y72+h)—f($»y72)
fo(2.y,2) = 0z %L)() h

Vv

Parcidlni derivace vys$ich radia

”
"o 1"
Je foy = [fyu tedy

o (052 0 (of
oy \ox ) 0z \oy
Pokud jsou v daném bodé spojité, pak ano.

Derivace v daném sméru
Xo = [%0, yo] bod
§ = (s1, s2) vektor (smér)
f(x,y) funkce definovand na M C R?
r = xg-+ s1t

Parametr ¢t € (—¢,¢) : Vt: eM
( ) y = yo+sat
Smérovd derivace funkce f(z,y) v bode [zg, yo] ve sméru § = (s1, s2)
of ~ lim f(xo + s1t,y0 + s2t) — f(%0, yo)
0% | @y o) 10 t
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Definice pro funkci 3 proménnych

af

— lim J(xo + s1t,yo + sat, 20 + s3t) — f(x0, Yo, 20)
0§ -

t—0 t

(3507210,20)
useCka
f(w,y,2) = f(wo + s1t,yo + sat, 20 + s3t) = f(x(t),y(t),2(t)) = F(t), te€ (—¢,¢)

Loz
ot

L0z
ot

of ar
05 dt
of
ox

_9f
T oz

of
=0 Oy

0y
ot

of
0z

t=0 (%0,90,20) (%0,Y0,20) t=0 (%0,90,20) =0

of

'51+87y

(0,Y0,20)

- S3

(z0,Y0,20)

(z0,Y0,20) (z0,Y0,20)

9.2 Gradient funkce

Gradient . . . operator
vstupujici objekt operator vystupujici objekt
funkce 3 proménnych gradient vektor(ové pole)

of of 8f>

gradf:ﬁf: (6%763;732'

Plati

of .
g—gradf-s
of _

f(z,y, z) =konst, §teCny vektor k plose f(z,y, z) =konst = 2L =
y p 0§
0=2f = grad f - §= grad f...kolmy vektor k plose f(z,y, z) =konst
of _of of of

o9 _ 9l 2 s =0 0 0s-
95 oz LTy 2T g, s T Usi AUt Oss

konst (v limite) konst

of T f(zo + s1t, 90, 20) — f(20, Y0, 20)
— = 1m
or t—0 t

=0
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10 Diferencial funkce jedné a vice realnych proménnych, konzerva-
tivnost pole, kmenova funkce

10.1 Diferencial funkce jedné proménné

funkce f : R — R ...v kazdém bodé¢ existuji derivace

Af(a) = fla+h) = f(a) = df(a)(h) + xa(h) = tga - h+ Xa(h) = f'(a) - h + Xa(h)

df(a)(h) = f'(a) - h ...diferenciél funkce f v bod€ a
Xa(h) ... funkce promé&nné h, chyba, které se dopustime, kdyZ piiristek funkce Af(a) = f(a+h) — f(a)
nahradime pfirGstkem na te¢né d f(a)(h) = f'(a) - h.

Pocitejme
Xalh) _ flath) = fl@)=fa) b _ flath) = fla) .,
h h h
L Xalh) . flath) = fla) = f(a)-h o flath)—fla) oy
T h ST W@ =0

Xa(h) utikéd k nule rychleji nez h = pro h — 0 ho miZeme zanedbat

fla+h)=f(a) = [f(a)-P
flw+h)=fla) = fi(x)-h
h—dr: df(z) = f'(z)-dz

Fyzika:
sine =x prox — 0

10.2 Diferencial funkce vice proménnych

Definice
Rekneme, Ze funkce f : R™ — R je vbodé a = (ay,...,a,,) diferencovatelnd, jestlize existuje linearn{
zobrazeni A\ : R™ — R takové, Ze plati:

1o (@t h) = fla) = A(h)

h—0 h =0
A linearni zobrazeni:
A1+ h2) = Ah1) + A(h2)
Ma-h) = a-Ah), a€eR
h=(h1,...,hpy) €R™
h—0< h —-0A---Nhy —0
|h| = ,/h%+...+hgn
f(a+h) zf(al—l—hl,...,am—i—hm) eR
fla) = f(ar,...,am) €R
A(h) € R, z linearity plyne:
h1
)‘(h) = ()‘h . a)‘m) =X-h;
h7n
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TuSime, ze
of

8o:i a

s

Dikaz
definice:

=0

lim |f(a1—|—h1,...,am—|—hm)—f(a1,...,am)—()\1-h1+-~~+)\m-hm)|

hi — 0 VT4 + b2,

hpm — 0

Konkrétni specificka situace: hy =t,ho =0,...,h,, =0

im flar +tas,...,am) — flai,a,...,am) — M1 -t’ — lim flar +tas, ... am) — flai,az,...,am)
t—0 t t—0 t
0
y= 2L
(9@‘1 a
Analogicky
0 0
SV W/
0za |, 0T |,
Diferencovatelnost funkci
f : R — R je diferencovatelnd vbodé « € R & existuje jeji derivace f'(a)
f R — R™ je diferencovatelnd v bodé « € R™ = existuji jeji parcidlni derivace BBT{I‘ ety B

< existuji a jsou v bodé a spojité

N B of of of
fla+h) = f(a) +Ah) = f(a) + oer hy + dr3. ho + .-+ Dm. P
PoloZzme h1 = d,’El, hg = daig, .. .,hm = d.%‘m
df(a) = ar day + 97 cdag 4+ -+ + 9r - da,, . . . diferenciél funkce
8:01 a al’g a &rm a
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10.3 Kmenova funkce vyrazu pro elementarni praci

f:R® — R...slusnd funkce, f(z,y,2) € R

Oz dy 0z

Kfrivkovy integral 2. druhu
F.dF = Fy(z,y,2) - da + Fy(z,y,z) -dy+ F.(z,y,2) - dz = 6W

diferencidlni forma
0W...elementarni prace zdvisi na volbé kiivky
Za jakych podminek je vyraz pro elementarni praci diferencidlem néjaké funkce f, Cili za jakych podminek
spoucasné plati:

of(2,y,2)
IS = B
0
HE2D R
f...pokud existuje ... kmenova funkce
Plati
Kmenova funkce existuje, prave tehdy, kdyZ spoucasné plati:
OF, _ OF,
oy Oz
OF, _ OF.
dz Oz
OF. _ oF,
oy 0z
< rot F' = 0...konzervativni silové pole, f(z,y, z) = —U(z,y, z)... potencidlni energie
Predpokladejme, Ze kmenova funkce existuje:
B B
/dW = / [Fz(aﬁ,y,z) ~da + Fy(z,y,2) - dy + F.(x,y, 2) ~dz}
A A
7 d d d
kfivk. int. 2. typu x Yy z
220 [ E(0.5(0,20) - 5 + Fa(0.0,0) - 5+ Falel.p(0).20) - 5 | -
ta
tp
S ELCONTGE R
dt
ta
tp
= [ a6®.u.50)
ta

Newton-:Leibnitz {f(x(t),y(t), Z(t))] Zj
= f(a(ts),y(ts), 2(ts)) — f(x(ta),y(ta), 2(ta))

(@B, yp,2tB) — f(®a,y4,24)

= —(Up — Ua)

—~~
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Nalezeni kmenové funkce (pokud existuje) - jedna z moZnosti

1.
0
2D R
x x
Jottw) = [P
xo Zo
x
faws) = faos) = [ Faltws) di
T
x
faws) = [ Rt de foop2)
—_——
) ?
2. 9
w = EJ(Iv Y, Z) pro v(gjv Y, Z)a tedy i pro (:C07 Y, Z)7 5 t.]
Y
af(IOa Y, Z)
T = Fy(2o,y,2)
Yy Yy
/af(!l,'(],t, Z) = /Fy(x(),t7 Z) dt
Yo Yo
Y
f(any7z)_f(m0ay07Z) = /Fy(mOatVZ) dt
Yo
Yy
faow) = [ Fyfaot2) des flan o, 2)
—_—
Yo ?
3. 5
% = Fz(xa Y, Z) pro V(.’IJ, Y, Z)’ tedy i pro (‘T07 Yo, Z), 5 tj':
z
af<x07y0az>
T = Fy(3707ZUO>Z)
z z
/8f($07y0at) = /Fz(x07y0at) dt
20 zZ0
z
f(@o,v0,2) — f(%0,¥0,20) = /Fz(xmyo,t) de
20
f(zo,%0,2) = /Fz(xmyo,t) dt + f(z0,%0, 20)
———
20 obycejnd integracni konstanta z R
Zaveér

x

Yy
f(.’L',y7Z):/Fz(t,y,Z) dt+/Fy(.’L'07t,Z) dt+/Fz($Ovy07t) dt+f(9007y0720)

Zo Yo Z0

z
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11 Dvojny a trojny integral, aplikace

4 [ ) ey
/T// f(z,y,2) dz dy dz

Dvojny integral

Trojny integral

Kde to potkdme?

obsah rovinné plochy M objem prostorového télesa T’
S://ldxdy V:///ldxdydz
M T
hmotnost rovinné plochy M hmotnost prostorového télesa T’
m://a(x,y)dxdy m:///g(x,y,z)dxdydz
M T
stted hmotnosti rovinné plochy M stfed hmotnosti prostorového télesa T’

1 1
33027//“”(“”” dz dy o = *///xg(x,y,@ de dy dz
m m
M T
1 1
yo:—//yo(z,y) dz dy yOZ—///yQ(x,y,z) dz dy dz
m m
M T
1
20:7///’2@(1’73/32) dxdydz
m
T

moment setrvacnosti plochy vzhledem k ose moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose

Jp = // y2o(z,y) dz dy Jr = ///(y2 + 2%)o(z,y,2) dz dy dz
iy T

Jy = // 2?o(z,y) dz dy Jy = ///(5‘72 +2%)o(x,y, 2) do dy dz
iy T

J. = ///(1‘2 +y?)o(z,y,2) de dy dz
T

Metody vypoctu
Véta
f:M—=RMCR?M={(z,y)|la<x<bg(x) <y<h(x)}, f,g9(x), h(x) ,sluiné* spojité funkce.
Plati:

f(z,y) dz dy = b h(z)f(x,y) dy | dx
M a (z)

Pro trojny integral podobné.
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Véta /O transformaci proménnych v integralu/
f:T—RTCR3, f(x,y,2) € R spojitd.
Zobrazeni « : (u,v,w) — (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) je vzdjemné jednoznacné a parcilni deri-
vace « i ! jsou spojité.
Plati:

a/(l)/f(x’y’z) dz dy dZ/T//f(z(U»MU)),y(u,v,w),z(u,v,w))~|detDa|du dv dw

ox dy oz

ou v ow

Jakobidn det Do, = |92 24 9=
ox y Oz

ou ov ow

Funkce dvou proménnych:

//f(;v,y) dxdy://f(w(u,v),y(u,v))~|detDa|dudv
M

a(M)
. 9z Jy
Jakobidn detDa:’gg g;‘
ou  Ov
Polarni souradnice
U r
vo=
xz(r,p) = rcosg
y(r,p) = rsing
|det Do| = r
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12 Pravdépodobnost, statistika, zpracovani méreni

Empiricky
m
p=—, N—00
n
m. .. pocet nastoupeni jevu
n...pocet vSech opakovani pokusu
M
P=xN

M. . .pocet piipadd, kdy jev nastane
N...pocet vSech moznych piipadi

p € (0;1)
p = 0...jev nemozny

p = 1...jev jisty

,poctivé kostka*“
Jaka je pravdépodobnost, Ze padne trojka?

M=1, N =6, p=

| =

Jaka je pravdépodobnost, Ze padne liché ¢islo?

3 1
— — _2_Z
M =3, N =6, P 5 2

Sportka
Jaka je pravdépodobnost hlavni vyhry?

49 1
M =1, N< ) p=-—r =7-1078
6 (%)

Jaka je pravdépodobnost paté ceny (3 ze 6)?

w5 ~-(0) -

trefime netrefime

Nezavislé jevy
Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padne u obou Sestka?

1 1 1

; 6-6 =36, P=135 5 5
N~ =~
p(4) p(B)

A...nakostce A padne Sestka
B...nakostce B padne Sestka
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Neslucitelné jevy
Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu jednou kostkou padne pétka nebo Sestka?

2 1 1

M=2 N=6 == -
) ) p 6 6 + 6

~ =~

p(4)  p(B)

A...padne pétka
B...padne Sestka

p=p(A) +p(B)

Vylucujici se jevy
1=p(A) +p(B)

Bernoulliho pokus
Celkem n-krat opakujeme tentyZ pokus (hdzeni kostkou, hdzeni minci).
Pravdépodobnost, Ze pfi daném (jednom, kaZdém) pokusu nastane néjaky jev (Sestka, lic) je p (
Jaka je pravdépodobnost, Ze popsany jev nastane pii téchto n pokusech pravé k-krat?

11
672/

P(k,n) = (Z) P —p)nk

Zpracovani méfeni
Dvé skupiny méfi délku lavice:

l.sk/m | 2.sk/m
1. 1,43 1,51
2. 1,45 1,61
3. 1,41 1,43
4. 1,41 1,55
5. 1,43 1,63
6. 1,46 1,51
7. 1,42 1,53
8. 1,43 1,48
9. 1,46 1,49
10. 1,42 1,21

Ktery ddaj je spravny? Jaka je délka lavice?
Kterd skupina méfila 1épe?

Priimérnd hodnota N
o xitaatTy 1
() =2 = n n Z i
i=1
(ry =T = Z Thpr, Tn je hodnota s pravdépodobnosti py
h

1. skupina z; = 1,43
2.skupinaz; = 1,53
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Rozptyl méfeni

1. skupina D4 (z) = 0,0003
2. skupina Dy(x) = 0, 0035

Normalni rozdéleni 1
22

e 202

w(z) = o2

w(zx). .. hustota pravdépodobnosti
w(zx)dx. .. pravdépodobnost, Ze velicina x leZi v intervalu (z, x + dx)

Pravdépodobnost, Ze veli¢ina x leZi v intervalu (a, b)

b
p= /w(m) dz

Plati -
z € (—00,00), [ w(x)dz=1
(r) =0
D(z) =02
Pfi méfeni posunuté:
1 _@ow?
w(z) = e 202 () =

Postup pfi zpracovani méfeni:

T1+ T2+ Ty
n

D(w) = ((w: — («))°)

,;okolf hodnoty

(z) =

D
x = <<m> + D(x)) s relativni chybou o)
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