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Uvod

Tato prdace vznikla béhem mého studia na gymnaziu na tfidé Kapitana Jarose. JelikoZ jsem byl
studentem matematické tfidy a matematika byla mym oblibenym pfedmétem, je i tato prace délana
v pfedmétu matematika. Téma této prace mé napadlo Uplnou ndhodou, ale hned jsem védél, Ze je to
to pravé. Jsou to totiz pravé matice, které jsou ndstrojem, jez se ve stfedoSkolském studiu naudite jiz
na zacatku, a provazi vas pak celym jeho trvanim.



1. Zakladni definice

Definice
Necht m,n € N.
Pak obdélnikové schéma:

;1 Az . Qg
ay1 Ay ... Qp m radkt
A= : kde a;; € R, nazyvame (redlnou) matici typu ™ o
: ’ ij ’ y ( ) yp /n nsloupcu
a
A1 Qpy .. dmn

Cisla a;; nazyvame prvky této matice.

Uspofadanou n-tici [a;q, @iy, ..., @jn] Nazyvame i-tym fadkem matice A.
Usporadanou m-tici [alj, Azjy o) amj] nazyvame j-tym sloupcem matice A.
Je-lim = n, hovotime o ¢tvercové matici.

Poznamka
Strucny zapis: A = (aij)mn'

Definice
Nulovou matici rozumime takovou matici typu "/, jejiz vechny prvky jsou nulové.
Piseme 0, ,.

Definice
Necht A = (aij)mm je ¢tvercova matice.

Rekneme, 7e matice A je jednotkova, jestlize:

10 ..0
e
00 .1

PiSeme A = E,,, (pfipadné jen E).

Definice
Necht A = (a;;)  je nenulové matice.
mn
Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém (stupriovitém, trojuhelnikovém) tvaru, jestlize kazdy jeji
nasledujici radek zacind vétsim poc¢tem nul neZ ten predchozi.

Definice
Hodnosti matice h(A) rozumime pocet jejich nenulovych fadkd ve schodovitém tvaru.



2. Operace s maticemi

Pro matice definujeme nasledujici operace takto:

Rovnost matic
Necht 4 = (aif)mn’ B= (bij)kljsou matice.
Rekneme, Ze matice A a B se rovnaji (A = B), jestlize(m=k)A(n=1) A (Vi€ {1,2,...,m},
V_] € {1, 2, ...,Tl}: aij = bl])
Priklad

1 2 0
A= (3 4),B = <3 4 0), A # B,protoZe nejsou stejného typu

o
o
o

S¢itani matic
Necht A = (aif)m,n' B = (bif)m,n’ C = (cij)mlnjsou matice stejného typu.
Soucet matic A a B definujeme jako matici C, kde (Cij)mn = (a;; + bij)mn'
provi € {1,2,..,m},Vvj € {1,2,...,n}
Pro s¢itani matic plati:

e Komutativnizdkon: A+ B =B+ A
e Asociativni zékon: (A+B)+C=A+ (B+ ()

Priklad
1)
1 0 3 2 3 -4
A=|12 -1 1], B=|-1 -2 3
-1 8 2 4 -5 1
1+2 0+3 3-4 3 3 -1
A+B=|2-1 -1-2 143)=|1 -3 4
-1+4 8-5 2+1 3 3 3
2)
1
(%% &)
2 6 7 © 1
PR A S T A T
’ s o % i
\—43 V17 m) 7
T 13 2
A + B nelze, protoZe nejsou stejného typu



Nasobeni matice realnym cislem (skalarem)
Necht 4 = (aij)m'nje matice, « € R.

Soucin matice A a skalaru a definujeme jako matici a4 = (a . aij)mn = Aa

Pro ndsobeni matic skaldarem plati:
e Distributivni zakon pro soucin souctu skalar a matice: (a + f)A = aA + BA
e Distributivni zakon pro soucin skalar( a souctu matic: «(A + B) = aA + aB
e Asociativni zakon pro soucin skalarl a matice: a(BA) = (af)A = afA

Priklad
X A:
1)
B /-3 5 _[—4-3 4-5\ _(—12 20
x=4, A_(s 1)' oc‘4_(4-8 41)_(32 4)
2)
V3 \ V3 3T
—— 16 7 - _
/3 ~ 24 a
3 1 V2
oo P oac| o L] |3 1
2 6 V3 2 1 N2
3 V3 B 2
Priklad
« (A+ B):
1)
) 1 4 V12
3 3 6
«=3, A=| ) B=| 3 &
4 12 6
wA=| 3 ., «B=|1 , oc-(A+B)=o<-A+o<-B=(
° 15 S 1
4 4
2)
4 33
—- 11 5 8
AT 546 2| °" 454 01
13 91

L3 7 21
_ 11 . _
A+B (1000 7)' < (A+B) (7000 11)



Nasobeni matic
Necht A = (aif)m,n’ B= (bif)n,p jsou matice.
Soucinem matic A a B (v tomto poradi) rozumime matici C = (Cif)mp’ (piseme C = AB), pro jejiz

prvky plati:
n
cij = Z Qi * byj,provi € {1,2,..,m},vj € {1,2,..,p}
k=1

Je vidét, Ze pro ndsobeni matic komutativni zakon obecné neplati: AB # BA.

Nasobeni jednotkovou matici E a nulovou matici 0
Pro ¢tvercové matice A, E, 0 téhoZ typu plati:
e AE=EA=A
e A0=04=0
Je tedy vidét, Ze matice E a 0 maji v maticovém poctu tyZ vyznam, jako 1 a O pfi nasobeni
na mnoziné R.

Pfiklad
1)
2
(1 3 =2 _
A2,3—(7 4 _1)» 33,1—(—13>
_ _(1-2-3-3=-2-1\_ (-9 ) y
A B—Cz,l—(7_2_4_3_1.1)—(1), B - Anelze,protoze 1 # 2
2)

-1 4 2 2 =2 3
A3'3 = 3 1 5 ) B3'3 = 4 1 0
0o 2 2 -3 -1 3

8 4 3 -8 12 0
A-B=(C33=|-5 —-10 24|, B-A=D3;=(-1 17 13

2 0 6 0 -7 -5



3. Upravy matic

Definice
Elementarni fadkovou Upravou matice (ERU) rozumime libovolnou z néasledujicich Gprav:

1. Zaména dvou radka
2. Vynasobeni libovolného fadku nenulovym Cislem
3. PFicteni nasobku libovolného fadku k jinému radku
4. Vypusténi nulového radku

Definice

Matice B, ktera vznikla z matice A pomoci jedné ERU se nazyva ekvivalentni s matici 4, pieme A~B.

Je tedy ziejmé, Ze:
1. A~B < B~A
2. A~B = h(A) = h(B)
Ovsem h(A) = h(B) #» A~B
3. A~B = maji stejny pocet sloupct

Uprava matice na schodovity tvar
Nejjednodussi fadek (zpravidla nezacina nulou) vybereme na 1. misto a jeho vhodné nasobky
pri¢itdme k nenulovym nasobkdm dalsich radkd tak, aby po této Upravé nové vzniklé radky zacinaly
nulou.
1. radek opiseme.
Nejjednodussi fadek zacinajici nulou vybereme na 2. misto a jeho vhodné nasobky pficitame
k nenulovym ndsobkidm dalSich radka tak, aby po této Upravé nové vzniklé fadky zacinaly dvéma
nulami.
Takto pokracujeme, az se dostaneme do schodovitého tvaru.

Priklad
Upravte matici do schodovitého tvaru a urcete jeji hodnost:

1)
2 3 1 3) 1 2 -1 €Y) 1 2 -1
A=<—3 4 2)~(1)—2-(3)<0 -1 3>~ (2) (o -1 3)
1 2 -1/ @+3-3\0 10 -1/ (3)+10-(2)\0 0 29
h(4) =3
2)

7 1 (2) 2 3 €Y) 2 3
B=<2 3>~2-(1)—7-(2)(0 —19)~ (2) (o —19)
5 -1/ 2-3)-5-\0 -17/ 19-3)-17-2)\0 0

h(B) =2



4. Gaussova eliminacni metoda

Oznacéme (1) systém m linearnich rovnic o n neznamych:
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
a21x1 + azzxz + oo + aann = b2

A1 X1 + QpaXy + o+ A Xy, = by
Matice soustavy (1) ... A = (aij)mn'

all a12 aln bl

vy . . — ;1 Qzp ... anlb
Rozsifend matice soustavy (1)... A = : :2
U1 Amz e G by

Véta

UvaZzme systém linedrnich rovnic (1).

Pak nasledujici Upravy jsou zfejmé ekvivalentnimi Upravami systému (1).
1. Zaména dvou rovnic
2. Vynasobeni libovolné rovnice nenulovym redlnym &islem
3. Pficteni nasobku libovolné rovnice k jiné rovnici

Pozndmka
Je vidét, Ze uvedené Upravy odpovidaji ERU rozéifené matice systému (1).

Gaussova eliminace je metoda, pfi niz ERU prevadime matici A na schodovity tvar, z néhoz
dopocitdme mozné hodnoty jednotlivych neznamych.

Véta /Frobeniova, Kronecker-Capelliho véta/
Systém (1) s matici A a s roz$ifenou matici A je Feditelny © h(4) = h(4).

Duikaz

" = "sporem, h(A) # h(A) = h(4A) > h(A) = posledni fadek jetvaru(0 0 .. 0la), a # 0=
(0=a)A (a#0)spor

"< "h(A) = h(A) = v matici ve schodovitém tvaru neni fadek (0 0 .. 0la), a# 0=

systém je fesSitelny
chd.

Véta
JestliZe je systém (1) fesitelny, pak plati:
1. Systém (1) ma pravé jedno feeni & n = h(4) = h(A)
2. Systém (1) ma nekone&né mnoho Fe$eni © n > [h(4) = h(A )], pfiemz volnych nezndmych
(tj. parametra) je pravé n — h(A4)
Dukaz
Vypliva z Gaussovy elimina¢ni metody a Frobeniovy véty.



Ptiklad
Vyreste systém:
1)
2x1 — Xy + 5x3 = =2
Xy +4x, —x3 =15
—X1+%x,—2x3 =6
3x1 +3x, +3x3 =17
2 -1 5|-2 -3 1 -1 1]-6 (1 1 -1 1]-6
1 4 -115)_M+2-3)f0o 1 3|10 (2) 0 1 3|10

-1 1 -1|6 |7 @+@ (0 5 =2[21)7@)=5-2\0 0 -17|-29
3 3 3117/ @4)+3-3)0 6 0135/ (4)-6-(2) 0 0 -—-181-25

~

¢Y) 1 -1 1]-6
(2) 0 1 3|10 _ _
) 0 0 —17lo29] 20=97 ¢=K=0
17-(4)—18-(3) 0 0 0 197
2)
Xq+ 5%y — X3+ x4 +2x5=7
3%y —3x; —2x3+3x, + x5 =8
—x1 +x3 +4x4 — x5 = =5
2x1 + x5 — 3x5 = —18
2x2+2x3_X4=6
/1 5 -1 1 2 7\ (3) /—1 0 1 4 —1—5\
3 -3 -2 3 1| 8 M+B) [0 5 0 5 1|2
-1 0 1 4 —-1l-5|[~@+3-®] 0 -3 1 15 =-2[-7
2 1 0 0 -=31-18|] 4)+2-13)\ O 1 2 8 -—5[-28
0 2 2 -1 oleg G) \0O 2 2 -1 ole
(1) 10 1 4 -1 —5\ (1) /—1 0 1 4 -1 \
(4) 0 1 2 8 —5|-28 (2) 0 1 2 8 -5|-28
2-5-@W| o 0o —-10 -35 26142 |~ (5) [ o 0o -2 —-17 10| 62 |~
@) +3- @l 0 0 7 39 —17|-91 3)—-5-(5) | 0 0 0 50 —24|-168
(5)-2-(4)\0 0 -2 -17 10162 2:(4)+7-(5) 0 0 -—41 361252
€]
(3) 0 1 2 8 —5|—28 (4):25)64—84:—84 = X4=0
1 . 0 0 -2 =17 10|62 | =2 ():—2x3+70=62 = x3=4
7 @ 0 0 0 25 -12|-84 (2):x,+8—-35=-28 = x, = -1
0 0 0 0 40812856 (1): —x,+4—-7=-5 = x; =2

41
25-(5)+7- (4)

K={[2,-1,40;, 7}

10



Oznacéme (2) systém:

ai1Xx1 + A12Xy + -+ AnXn = 0
az1X1 + Ay2Xy + -+ AonXn = 0

Am1X1 + QpaXy + +apmnx, = 0

Systém (2), ktery je specidlnim pfipadem (1) nazyvdme homogennim systémem.

h(A) = h(A)... za svislou ¢arou je vidy 0

= systém (2) je vidy feSitelny

Vidy [0;0; ...; 0] € K, tzv. trividlni fedeni.

Mame-li fesSit homogenni systém linearnich rovnic, vlastné reSime otazku, zda existuji i dalsi feseni
systému kromé reseni trividlniho.

Existuje-li néjaké netrivialni feseni systému (2), pak ma systém (2) nekone¢né mnoho reseni.

Priklad
Vyreste systém:

3%y +6x, +x3=0
X1 =Xy +2x3—x4,=0
3%y —x3+x,=0
—2%x1 +2x,+2x, =0

homogenni systém = [0; 0; 0; 0] € K

3 6 1 00 (2) 1 -1 2 -=10
1 -1 2 =10} M-=-3-@[0o 9 -5 3|0 _
0 3 -1 1lo]” @ 03 -1 1]o)=*=0
-2 2 0 200/ @w+2-2)\0 0 4 olo

parametrizujeme x, = t a dosadime:
(3):3t+x,=0 = x, = -3t
(2):9t+3-(=3t) =0+
Dix;—t—(-3t)=0 = x; = -2t

K = {[-2t; t; 0; —3t];t € R}

11



5. Determinanty

V dalsim budeme definovat determinant pouze pro matice do tfetiho fadu (jen 3 specidlni pfipady).
Obecna definice determinantu pro matici n-tého radu je velmi komplikovana a presahuje
stredoskolské ucivo, tudiz zde neni uvedena.

Uvedené véty plati obecné pro jakykoliv determinant, ackoliv zde neni dlikaz uveden, jelikoZ k nému
potiebujeme pravé obecnou definici.

Definice

Necht A je ¢tvercova matice.

Determinantem matice A nazyvame realné Cislo |A| (resp. detA). Jestlize:
e A = (a), pak definujeme |[A| = a

o A= a1 A2 K definui 14| = _
=y ay, , pak definujeme = Q41027 — Q12071

11 Q12 413
o A= az1 Az azs ) pak definujeme |A| = aq110522033 + aAq17023031 + aq,30,103;
az; a3z 4szz

—Q413022031 — Q12021033 — A110A2303>

Véta /Vlastnosti determinantii/
Necht A je étvercova matice.
e Je-li jeden fadek matice A nulovy, pak |A] =0
e Jestlize matice B vznikne z matice A vyménou dvou radka, pak |B| = —|A]|
e Jestlize matice C vznikne z matice A vynasobenim nenulovym Cislem r, pak |C| = 7 - |A]
e Jestlize matice D vznikne z matice A tak, Ze k jistému jejimu Fadku pficteme ndsobek jiného
jejiho fadku, pak |D| = ||
e Jestlize ma matice A dva shodné fadky, pak |A] = 0

e Je-li matice A ve schodovitém tvaru, pak je jeji determinant roven soucinu prvk( na hlavni
diagonale

P¥iklad
A=(=5), |Al=-5

B = (_13 :i)' Bl =1:(-4)—(-2):(-3)=-4-6=-10

/ 1 2 4 1 6 \
8 7 9 -1 -3
D=|15 6 9 8 —1|, 1.tadek =4.¥adek = |D|=0
1 2 4 1 6
-1 -3 5 6 9
8 1 2 3 6 4
/0 51 -1 -1 —2\
E = i 8 8 (1) _g _Fi _Li7 i,Eje ve schodovitém tvaru = |[E| =8-5-1-(=2):3-(=3) =720
\0 0 0 O 3 49
0 0 0 O 0 -3

12



Véta /Cramerovo pravidlo/
Necht je dan systém n rovnic o n neznamych.
Necht A je matici tohoto systému a necht |A| # 0.

Pak plati:
. PR Yy A . . .
Tento systém ma prdvé jedno feSeni x; = %, kde matice A; vznikla z matice A tak, Ze jeji i-ty sloupec
byl nahrazen sloupcem absolutnich clend.
Priklad
Cramerovym pravidlem feSte soustavu:
_xl+x2_X3 =—-1

2% — 2x5 +x3 = -3

xl +3X2 +3X3 = 23

-1 1 -1
lAl=2 -2 1|=-4
1 3 3
11 Al 4
A1l =]-3 -2 1|=4>= ===l
23 3 3
-1 -1 14,]  —12
1 23 3
-1 45|  —20
1 3 23
K ={[-1; 3; 5]}

13



Definice

Vynechame-li v determinantu A n-tého radu i-ty radek a j-ty sloupec, vznikne determinant
(n-1)-niho radu, ktery nazyvame minorem (subdeterminantem) determinantu A pfislusnym k prvku
a;j, znacime jej |Ml-j|.

Cislo Ajj = (—D)H - |Ml~j| nazyvame algebraickym doplrikem k prvku a;; determinantu A.

Véta /Laplaceova véta/
Necht A je ¢tvercova matice radu n. Pak plati:

n
|A|=a1]A1]+a21A2]++an]An]=ZaUAU
i=1
n
Al = aj1 " A +ap A+ t+am A = zaij " Ajj
j=1
Priklad
1)
14 0 2 3 4 2 1 4 2
A= 2 4 L Zl-o-n".{2 3 3[+1-(-1)*-|2 3 3
2 3 -1 3
121 o0 4 -1 -1 4 -1 -1 4
1 4 2 1 4 2
—1-(=1)3*3-13 4 2|/+0-(-D**3-|3 4 2|=0-(-27)—(-36)+0=163
-1 -1 4 2 3 3
2)
41 6 -1 1 6 -1 4 6 -1
Bl={"3 ob % E|=2--1%|-2 2 2[+0-(-1)**2|-1 2 2
0 5
1 3 4 1 3 4 1 1 4 1
4 1 -1 4 1 6
+0-(—1)3*3-]-1 -1 2 |+5-(-1)3**"-[-1 -1 2[=2-46+0+0—5-(—46) =322
1 3 1 1 3 4

14



Ptiklad

Pomoci Cramerova pravidla vypoctéte x, , dosadte do rovnic a Cramerovym pravidlem vypoctete

zbylé neznamé.
3x1 + 3x2 + 2x3 + x4, = 10
4x, + 2x5 +3x3+x, =8
3x;y + 5x; + x3+ x4 =15

7x1 + 4x2 + SX3 + ZX4 =18

+ 203 1 t23

Al=|3 £ 3 1[=1- D35 1+ 1 (=D
7 4 5 2 7 45
3 3 2 3 3 2
+1- (=134 2 3| +2-(-D*** |4 2 3
7 4 5 3 51
R o

ol =13 (¢ 71 7|=1 D3 15 1|+1-(-D**
7 18 5 2 718 5
3 10 2 3 10 2
+1-(—1)3**-14 8 3|+2-(-D***-[4 8 3
7 18 5 3 15 1

|4, 0

XZ_W_I_O

Dosadime x5:
3xq +2x3 +x4 =10
4x, +3x3+x, =8
3x; +x3+x4 =15
7x, + 5x3 + 2x, = 18

Re$ime soustavu prvnich tfi rovnic a poté pro ovéieni dosadime do ¢tvrté.

3 2 1
IBl=1|4 3 1|=-1
31 1
10 2 1 B, -3
|Bll= 8 3 1=—3=>x1=m=_—1=
15 1 1
3 10 1 B, 5
|Bsl =14 8 1=5=>x3=7=_1:_5
3 15 1 |B| -
3 2 10 B, —11
|B,] =4 3 8|=-11= x4=?:_1:11
3 1 15 |B] -

7-34+5-(=5)+2-11 =18+

K ={[3; 0; —=5; 11]}

3 3 2

3
7

4 5

=—(-1)-7-14+24=1

3 10 2
3 15 1
7 18 5

=-11-11+0+2-11=0

15



V dalsim si ukazeme rizné oblasti stfedoskolské matematiky, kde se daji matice vyuzit.
JelikoZ se danym tématlm vénujeme praveé pouze s ohledem na uZiti matic, uvadime zde jen nékteré
nezbytné definice a uvedené véty nedokazujeme.

6. Rozklad na parcialni zlomky

Definice
Funkci f(x) = %, kde P(x), Q(x) € R[x], Q(x) # 0 nazyvame racionalni lomenou funkci
(dale RLF).
Definice
, _ P
Necht f(x) = o e RLF.

Jestlize stupen P(x) < stupen Q(x), nazyva se funkce f(x) ryze lomena RLF.
V opacném pfipadé se funkce f(x) nazyvd neryze lomend RLF.

Véta
Libovolnou neryze lomenou RLF Ize prevést na soucet polynomické funkce a ryze lomené RLF.

Véta

Necht F(x) € R[x] je polynom alespofi 3. stupné.

Pak existuji polynomy P(x), Q(x) € R[x], z nichZ kaZdy je alespori 1. stupné, tak, Ze plati:
F(x) = P(x)-Q(x)

Poznamka
Uvedené tvrzeni nam tika, Ze kazdy polynom je mozné rozlozit na soucin polynom linearnich a
kvadratickych (se zapornym determinantem).

Véta /Véta o rozkladu na parcidlni zlomky/

Necht f(x) je ryze lomena RLF.
Ay Ay . Ag By By

Pak f(x) lze vyjadfit ve tvaru: f(x) = + 4+ + + - + -4+
f&) fze v fO) = 5o T Gy Gk ) | G

Cy T et Cm Di1x+E; Dyx+E, Dpx+Ep Fix+Gq F ot
(x—xp) (x-x,)"  (P4pix+q)  (XP+pix+qq)? (24p1x+q)" | (x2+pyx+4,)

Frx+Gy . Hix+I . Htx+1t kde-
(x2+p2x+q2)" (x2+psx+qs) (x2+psx+qs)t’ ’

X1, %2, "+, Xp jsou kofeny jmenovatele f, pficemz x; je k-nasobny, x, [-nasobny, ..., x;, m-nasobny.
Vyrazy x2 + p;x + q;, i € {1,2, ..., s} maji zdporné diskriminanty (nemaji redlny kofen), pficems
jejich exponent probiha visechna pfirozena cisla do n (resp. 7, ..., resp. t), tj. do nejvyssi mocniny
patficného trojclenu, s niz se objevuje v rozkladu jmenovatele na soucin dale nerozlozZitelnych
polynomu v R[x].

Vsechny ostatni koeficienty v Citatelich i jmenovatelich zlomk{ jsou vhodna realna Cisla.

Poznamka
Ve smyslu predchozich vét je moZné rozloZit na parcidlni zlomky i neryze lomenou RLF a to tak, Ze ji
prevedeme na soucet polynomu a ryze lomené RLF, kterou rozloZzime podle predchozi véty.

Postup:
" . - P , s ,
NapiSeme si rovnici pro rozklad f(x) = %, kde mame neznamé v Citatelich, ato 44, ..., I;.
Vynasobime obé strany Q (x) — ekvivalentni Gprava, nebot z definice Q(x) # 0.
Pravou stranu roznasobime a vytkneme jednotlivé mocniny x.

Déle fesime jako soustavu o (stupen Q(x) + 1) nezndmych pro jednotlivé mocniny x.
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Priklad
RozloZte na parcidlni zlomky:

2 1
0 7

0
3

’)

1)
3x+1 _ A + B
x+1D:-(x—1) x+1 x-1
3x+1=A-x—1)+B-(x+1)
3x+1=Ax—A+Bx+8B
x:3=A+8B (1 13)~(1 1|3) 2B=4 =>B=2
x%1=-4+B \-1 111 0 214 A+2=3=24=1
Bx+1 1, 2
x+1)-(x-1) x+1 x-—1
2)
3x — 8 s +Bx+C
(x+2)-(x2+3) x+2 x2+3
3x—8=A-(x>+3)+Bx-(x+2)+C-(x +2)
3x —8 =Ax%?+ 34+ Bx? + 2Bx + Cx + 2C
x2:0=4+B (/1 1 0|0 1 1 0[O 110
x:3=2B+C 0O 2 113 |]~(0 2 13 ~(0
x%:—8=34+2C \3 0 21-8 0 -3 21-8 0
7C=-7 >C=-1
= 2B+1=3 B =2
A+2=0=2A=-2
3x —8 _ 2 +2x—1
(x+2)-(x2+3) x+2 x2+3
3)

x4’+2x3+4x2+2x_A+Bx+C+Dx+E
x-(x2+2)-(x24+4) x x2+42 x2+4

x*+2x3 +4x2 +2x=A- (x*+2)- (x> +4) +Bx?- (x> +4) + Cx - (x> + 4)

+Dx% - (x?2+2)+ Ex- (x2+2)

x* 4+ 2x3 4+ 4x% + 2x = Ax* + 6Ax% + 8A + Bx* + 4Bx? + Cx3 + 4Cx

+Dx* + 2Dx? + Ex3 + 2Ex
x**1=A+B+D
3.

32 = C+E 1 0 1 01 1 0 1 01 1
e 0 1 0 1)2 0O 1 0 1]2 0
x2:4=6A+4B+2D 4 0 2 ola ~ 0 0 =2 olo ~ 0
x:2=4C + 2E
0 4 0 212 o 2 0 11 0
x%:0=84 2A4=0
-E=-3=>E=3
D=0
Z C+3=2>C=-1
B+0=1=>B=1
x*+2x3+4x%>+2x  x-1 3

x-(x2+2)-(x2+4)=x2+2+x2+4

S O o

1

0
1
0

o= o

ON =

|
w
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7. Vektorové prostory

Definice
Necht uy, ..., u, jsou vektory, k4, ..., k, € R.
-
Vektory Uy, ..., U, nazyvame linedrné nezavislé, jestlize rovnice ky - uy + -+ + ky, - u, = 0 ma jediné
(trividlni) resenik; = -+ =k, = 0.
V opacném pripadé je nazyvame linedrné zavislé.

Véta
Vektory Uy, ..., U, jsou linedrné zavislé< 3i € {1, ...,n}: u, Ize vyjadFit jako linedrni kombinaci
ostatnich vektor(, tj. w, = kq " uy + -+ kj_q U1 + Kjy1 " Upq + -+ kp - uyy

Pro ovéreni linearni (ne)zavislosti zapiSeme slozky vektord do matice (vektor = fadek / sloupec),
kterou upravime do schodovitého tvaru. Dostaneme-li nulovy rfadek, pak jsou dané vektory linedrné
zavislé. V opacném pripadé jsou linearné nezavislé.

Priklad
1)
u; = (1,2,0)
u—)2:(3l_1lz)
u_)3=(4,—2,3)
1 2 0 €Y) 1 2 0 €Y) 1 2 0
<3 -1 2>~(2)—3-(1)<0 -7 2>~ (2) (0 -7 2)
4 -2 3/ 3)—-4-(1)\0 —-10 3/ 7-(3)—10-(2)\0 0 1
= linedrné nezavislé
2)
u—l) = (01 3'_1!4)
u_’z = (1,5,6,—1)
U = (5,4,4,12)
ﬂ:=(2,1,4,1)
0 3 -1 4 (2) 1 5 6 -1 ¢y 15 6 -1
15 6 -1)_ @ 03 -1 4 \|_ @ 0 3 -1 4
5 4 4 12 [7@)-5-@l0 =21 -26 17)73)+7-2)\0 0 -33 45
21 4 1 4)-2-2)0 -9 -8 37 (4)+3-(2) W0 0 -—-11 15
€] 15 6 -1
(2) 0 3 -1 4
) 0 0 —11 15 = linedrné zavislé
(3)-3-®0 0 0 0
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Definice
Rekneme, Ze vektory e, ..., €, tvofi bazi vektorového prostoru V, jestlize: ({e7, ...,e,}) =V A
ey, ..., €, jsou linedrné nezavislé.

Véta

Necht ej, ..., e, tvofi bazi vektorového prostoru V.

Necht i € V je libovolny vektor.

Pak 3kq, ...k, ER:U =ky €] + -+ + ky, - €, pfiéemi &isla k; jsou uréena jednoznaéné
proVie€{l,..,n}

Definice
Necht ey, ..., e, tvofi bazi vektorového prostoru V.
Pak cislo n nazyvame dimenzi vektorového prostoru V, piseme dimV = n.

Dale definujeme dim V = 0, pokud V = {0}.

Definice

Oznalme (1) bazi ey, ..., e, vektorového prostoru V.

Necht u € V je libovolny vektor.

Uspofadanou n-tici x4, ..., x,, € R nazveme soufadnicemi vektoru U v bazi (1), piseme (x, ...,xn)(l),
jestlized = xq e + -+ Xy, - €.

Véta
Necht ey, ..., e, tvofi bazi (1) vektorového prostoru V.
Necht ¥,y € V a maji v bézi (1) soutadnice X = (X, ..., Xp) (1), ¥ = V1, -0» Yn) (1)-
Pak plati: X + J = (X1 + Y1, .., Xn + V) (1)
VkER: kX = (k-xl,...,k-xn)(l)

Pro zjisténi souradnic daného vektoru v dané bazi si dané bazové vektory zapiSeme do rozsifené
matice (i-ty vektor = i-ty sloupec, dany vektor = sloupec absolutnich hodnot). Na radcich tak mame
rovnice pro jednotlivé soufadnice. Pomoci Gaussovy eliminacni metody vypocitame jednotlivé
neznamé, coz jsou souradnice daného vektory v dané bazi.

Do sloupce absolutnich hodnot mlizeme dat i obecny vektor, ¢imz vyjadifime jednotlivé soufadnice
obecné pres slozky daného vektoru.

Vidime, Ze tyto Upravy odpovidaji i zjistovani linearni zavislosti vektor(, tudiz touto metodou si
zaroven mlzZeme ovéfrit, zda jsou dané bazové vektory opravdu linedrné nezavislé a zda tedy tvofi
bazi a mizeme pomoci nich urdit souradnice daného vektoru.
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Errlé(::: bazi (1) vektorového prostoru V = ({uy, u,, usz, u,}) a soufadnice téchto vektorl v nalezené
bazi (1).
u, =(3,2,1,6)
W = (2,-3,4,4)
% = (=5,6,7,—10)
u; = (11,-13,11,22)

1
3 2 16 (2) 2 -3 4 4 8 2 -3 4
2 -3 4 4 | _22(M)-3-D [0 13 -10 0 _ (3) 0 13 -10
-5 6 7 -10]72:3)+5-(@) (0 -3 34 0)7 M |0 -3 34
11 -13 11 22/ 2.@-11.@0 7 -—22 o/ 3ZBFTB\g o 1
172
-4 1 +3-(2)
(2)+10-(4) g —13 8 g 2 (1) 2 8 g e =(1,0,0,2)
(3)—34-(4) 0O 0 1 0 (4) 0 0 0 0 _3):(0;0,1;0)
€) 3)+3-@
X =(ab,c,d) =k, e +ky e, +ks e
1 0 Oa (1 1 0 0 a d = 2a...u7, Uz, Uz, uy spliuji
01 ofp)_. @ 01 0f »b - ki =a
0 0 1)€ (3) 0 0 1] ¢ k,=b
2 0 old/ y—2.c)N0 o old—2a ks=c

ur=(3,21,6)= (3,21
u—Z) = (ZI _3I 4; 4) = (2, _3, 4)(1)
u_)3 = (_5, 6J 7; _10) = (_5, 6, 7)(1)

Uy = (11,-13,11,22) = (11,-13,11)y)



8. Kuzelosecky

Definice
Necht je v E, dana afinni soustava souradnic.
MnoZinu vSech bodd X € E,, jejiZ soufadnice vyhovuji rovnici:
ay1X? + 2a5,Xy + azpy% + 2a13% + 2053y + azz = 0 (%),
kde (ay1,a42,a22) # (0,0,0), a;; € R nazveme kuzeloseckou.
a1 Q12 Qg3
Matici 4 = (a12 az; az3> nazveme matici kuzelosecky.
i3 dz3z dszs

Rovnici kuZelosecky k si tedy miZeme prepsat do tohoto maticového tvaru

X
k:i(x y 1)-A-(}’>=(0)
1

Definice

Nevyhovuji-li rovnici kuZelosecky souradnice Zadného bodu, nazyvame ji kuzelose¢kou formalné
redlnou (imaginarni).

V opacném pripadé hovorime o bodové redlné kuzelosecce.

Definice
Bod S nazveme stiedem kuZelosecky k, jestlize plati: VX € k: 3X' € k: S je stfedem Usecky XX'.

Véta

Bod S = [m, n] je sttedem kuZelosecky k o rovnici (x) < jeho soufadnice m, n vyhovuji soustavé St:
allm + alzn + a13 = 0
alzm + azzn + a23 = 0

Definice
Jestlize stfed kuZelosecky leZi na kuzelosecce, pak se nazyva singularnim bodem kuZelosecky.

Véta
Bod S = [m, n] je singuldrnim bodem kuZelosecky k o rovnici (*) & jeho soufadnice m, n vyhovuiji
soustaveé Si:

agym+a;n+a3=0

aom+an+ay; =0

aizsm+azzn+azz; =0

m 0
Soustavu Si mGzeme prepsat do maticového tvaru: 4 - <n> = (0)
0

Definice
Necht k je kuzelosecka o rovnici (*) a A jeji matice.

Determinant |A| nazyvame determinantem (diskriminantem) kuzelosecky k.
ai;1 4iz

) nazyvame malym determinantem kuZelosecky k.
SV

Determinant |A,, | matice 4,, = (

Definice
KuZelosecka k se nazyva singularni, jestlize |A| = 0.
V opaéném pripadé (|A| # 0) se kuzelosecka k nazyva regularni.
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Priklad
Napiste matici kuzelosecky, rozhodnéte, zda je regularni ¢i singularni, najdéte jeji stfed a singularni
bod.

1)
ky:2x2 —6xy+5y> —2x+2y+1=0
2 -3 -1 2 -3 -1
A=<—3 5 1), [Al=|-3 5 1|=0 = kyjesingularni
-1 1 1 -1 1 1
S =[m,n]
2Zm—-3n—-1=0 2 =311 2 =31 n=1 _
Smitnrizols 5070 T1) % 2m-301 smez 2S= 21
—m+n+1=0: —2+1+1=0V=Sjesingularni bod
2)
k21y2—4‘x+2:0
0 0 -2 0 0 -2
A=10 1 0], [Al=]0 1 0]|=-4 = k,jeregularni
-2 0 2 -2 0 2
S =[m,n]
Om+0n—2=0 Z= neméastred = nema singularni bod
3)

k3:2x% —xy—y2+7x+5y—4=0 /-2
vynasobenim nenulovym cislem dostavame rovnici téze kuzeloseCky

ks:4x? —2xy —2y* +14x+ 10y —8 =10

4 -1 7 4 -1 7
A= (—1 -2 5 >, |A|=|-1 -2 5 |=0 = k;jesingularni
7 5 -8 7 5 -8
S =[m,n]

dm—-—n+7=0 (4 —1|—7)~(—1 -2 —5)=> —-9n=-27 >n=3 =S =[-1,3]
—2l-5 ’

—-m—-2n+5=0 \-1 0 -91-27 -m—6=-5>m=-1

7m+5n—8=0:7(-1)+5-3—8= 0+ = S je singularni bod
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Véta
Necht k je reguldrni kuzelose¢ka, bod M = [m,n] € k.
Pak 3! te¢na k, ktera ma bod M za svij bod dotyku.

X
Tatote¢namarovnicit:(m n 1) -4- <y> = (0).
1

Priklad
Ovérte, zda je dana kuZelosecka regularni a zda ji ndlezi bod M. Pokud ano, najdéte jeji tecnu, jejiz
dotykovy bod je M.

k:6x? + 14xy + 10y2 +8x + 10y +2=0, M =[-1,0]

6 7 4
|A| =17 10 5|= -8 = kjeregularni
4 5 2

6-(-1)?+14-(-1):0+10:02+8-(-1)+10:0+2=6—-8+2=0 > M€k

6 7 4 x
t:(-1 0 1)- <7 10 5> . <y> = (0)
4 5 2 1

x
t:(=2 -2 -2)- (y) = (0)
1

t: —2x—-2y—2=0

ttx+y+1=0

Definice
Pfimku o nazveme osou bodové redlné regularni kuzelosecky k, jestlize provVX € k: 31 X' € k:
stfed usecky XX’ € 0, XX’ L o.

Véta
Necht k je bodové realna regularni kuzelosecka.
Pak plati, Ze p¥imka o s normalovym vektorem 6 = (04, 0,) je osou kuZelosetky k & vyhovuje rovnici

X
0:(o; 0 0)-A- <Y> = (0),

1
kde &isla 04, 0, jsou FeSenim rovnice (01 02) - (4,, —AE) = (8), tj.
a;; — A a 0y ..
(01 02)- ( 161112 azzli ;\) = (O)' tj. 0y (a;; —A) + 02a1,, = 0A 01a;5 + 03 (a1, —A) =0,
a1 — A

vey v f v . a
pficemz musi byt splnéna rovnice: 12 7\| = |A,, —AE| = 0.
a2 QAz2 —
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Ptiklad

Ovérte, zda je dana kuZelosecka reguldrni. Pokud ano, najdéte jeji osy.

k:2x? —12xy — 7y?> +8x + 6y = 0

2 —6 4
|A| =|-6 -7 3|=-50 = kjeregularni
4 3 0

Am = (—26 :?)

|2_—6/1 _7—EA|:(2_,1).(_7_,1)_36:,12+5,1—50=(/1+10)-(/1—5)=0
)A=-10
(2—(—10) —6 _ (0 120, — 60, =0 _ > _
(01 OZ)( 6 —7—(—10))_(0) —60, +30,=0 ~ 21 =% = 0=(L2)
2 —6 4\ /X
0:(1 2 0)-(—6 ~7 3)-(y>=(0)
4 3 0o/ 1
X
0: (=10 —20 10)-<y)=(0)
1
0: —10x—20y+10=0
0:x+2y—1=0
ijA=5

. 2—5 —6 _ O _303_604=0 _ Sy
(03 04) (—6 _7_5)_(0):_603_1204=0=>o3—204=>0—(2,1)

2 —6 4\ ,x
0:(2 1 O)-<—6 -7 3>-<y>=(0)
4 3 0/ M1

X
o: (-2 =19 11)-(31):(0)
1

0 —2x—19y+11=0
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9. Kvadriky

Definice
Necht je v E3 dana afinni soustava soufadnic
MnoZinu vSech bodd X € Ej;, jejiZ soufadnice vyhovuji rovnici:
11X + 2a1,Xy + 2a13XZ + Az V? + 2053VZ + A332% + 204X + 2054V + 20347 + Ay = 0 (x%),
kde (a1, a1z, a13, azz, az3, azz) # (0,0,0,0,0,0), a;; € R nazveme kvadrikou.
A1 A2 A13  Qyg
vatiia = (2 62 6 o
Q14 Qo4 Q34 Qyq

nazveme matici kvadriky.

Definice
Necht k je kvadrika o rovnici (%) a A jeji matice.
Determinant |A| nazyvame determinantem (diskriminantem) kvadriky k.

Definice
Kvadrika k se nazyva singularni, jestlize |A| = 0.
V opaéném pripadé (|A| # 0) se kvadrika k nazyva regularni.

Priklad
Rozhodnéte, zda je dand kvadrika reguldrni ¢i singularni.
1)
ki:x?+4xy+2xz—y?—2yz+3z2+4x—4y+3=0
;211122 2 -1 -1 1 2 1
Al =2 —1 -1 =2f_p. |y o1 3| —2-(—1)2|1 -1 3
-1 80 2 =2 0 2 -2 0
2 =2 0 3 N N
1 2 1 1 2 1
+0-(=1)3**- 12 -1 —1[{+3-(-D***-[2 -1 -1
2 =2 0 1 -1 3
=—-26—-2-18—-0+3-(—19) = —105 = k, jeregularni
2)
ky:(x =22+ (y +4)2+ 22 =22
jedna se o rovnici kulové plochy se sttedem S = [2,—4,0], polomérem 2j
ky:x?—4x+4+y>+8y+16+2z2—4=0
ky:x?+y2+2z2—4x+8y+16=0
(1) 2 g _42 0 1 4 1 0 -2
1A = =0-(=D™-]10 0 0[+0-(=1)*3-f0 0 0
0 0 10 2 4 16 2 4 16
-2 4 0 16 B B
1 0 -2 1 0 -2
+1-(=1D3*3-10 1 4|4+0-(-D*3-10 1 4
-2 4 16 0 0 O

=0-0—-4—-0=—-4 = k,jeregularni
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Zaver

Tato prace shrnuje zakladni definice a vztahy mezi maticemi a determinanty, a ukazuje nejriizné;jsi
oblasti stfedoskolské matematiky, kde se matic vyuZiva. Teorie je doplnéna pfiklady, na nichzZ je tato

teorie ilustrovana. Vse je formulovano tak, aby tomu stfedoskolsky student rozumél, protoze
zejména na néj je tato prace cilena.
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Résumé

This paper summarizes the basic definitions and relations between matrices and determinants, and
shows different areas of high school mathematics, where the matrices are used. The theory is
supplemented by examples in which this theory is illustrated. Everything is formulated so that a high
school student could understand it, because this paper is determined especially for him.
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