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Uvod

Tato prace vznikla béhem mého studia na gymndziu na tiidé Kapitana JaroSe. JelikoZ jsem byl studentem
matematické tfidy a matematika byla mym oblibenym predmétem, je i tato prace d€ldna v pfedmétu mate-
matika. Téma této prace mé napadlo dplnou ndhodou, ale hned jsem vE&dél, Ze je to to pravé. Jsou to totiz
pravé matice, které jsou nastrojem, jeZ se ve stiedoskolském studiu naucite jiZ na zacatku, a provazi vas
pak celym jeho trvanim.



1 Zakladni definice

Definice
Necht’ m,n € N. Pak obdélnikové schéma:

air a2 ... Qin
az1  ag2 Qa2n
A= ,
Am1 Am2 ... Qmn
o . . m Fadka

kde a;; € R, nazyvame (redlnou) matici typu m/n sloupei
Cisla a;; nazyvame prvky této matice.
Uspotddanou n-tici [a;1, a2, - - . , @] nazyvame i-tym fddkem matice A.
Uspofddanou m-tici a1, asj, . . ., Gm;] Nazyvdme j-tym sloupcem matice A.

Je-1i m = n, hovofime o ¢tvercové matici.

Poznamka

Struény zépis: A = (asj),, .-
Definice

Nulovou matici rozumime takovou matici typu m/n, jejiz vSechny prvky jsou nulové.
Piseme 0,,,,,.

Definice
Necht' A = (aij),, ,, je Ctvercovad matice.

Rekneme, Ze matice A je jednotkovd, jestliZe:

1 0 0

0 1 0
A:

0 0 1

Piseme A = F,, (pfipadné jen E).

Definice
Necht' A = (ai;),, ,, je nenulovd matice.
Rekneme, e matice A je ve schodovitém (stuptiovitém, trojiihelnikovém) tvaru, jestlize kaZdy jeji ndsle-

v v

dujici fadek zacina vétsim poctem nul neZ ten predchozi.

Definice
Hodnost{ matice h(A) rozumime pocet jejich nenulovych fadkd ve schodovitém tvaru.



2 Operace s maticemi

Pro matice definujeme nasledujici operace takto:

2.1 Rovnost matic

Necht' A = (aij),, ,,» B = (bi;),, , jsou matice.

Rekneme, Ze matice A a B se rovnaji A = B, jestlizem =k A n=1 A Vi€ {1,2,...,m},
Vj e {1,2, . ,n}: Q5 = bij.

Priklad
1 9 1 20
A= ,B=1 3 4 0 |, A= B, protoZe nejsou stejného typu
3 4 0 00

2.2 Sc¢itani matic

Necht” A = (a;;) B = (bj),, ,,,C = (cij),, ,, jsou matice stejného typu.

m,n’

Soucet matic A a B definujeme jako matici C, kde (c;;),, ,, = (@ij + bij),, -
proVi € {1,2,...,m},Vj € {1,2,...,n}.
Pro s¢itani matic plati:
e Komutativni zdkon: A+ B=B+ A
e Asociativni zdkon: (A+ B)+C = A+ (B+C)
Priklad
1.
1 0 3 2 3 —4
A= 2 -1 1], B=| -1 —2 3
-1 8 2 4 =5 1
1+2 043 3-4 3 3 -1
A+ B= 2-1 -1-2 143 | = 1 -3 4
—14+4 8§—5 2+1 3 3 3
2. )
P i ox
A= 5 T = |, B= & 12 4
43 V17 & 0 % V19
by 13 2

A + B nelze, protoZe nejsou stejného typu



2.3 Nasobeni matice realnym cislem (skalarem)

Necht' A = (ajj),, ,, je matice, a € R.

Souc¢in matice A a skaldru « definujeme jako matici aA = (a - ag5),, ,, = Aa.

Pro ndsobeni matic skaldrem plati:
e Distributivni zdkon pro soudin souctu skaldrt a matice: (o + 8)A = a A + A
e Distributivni zdkon pro soucin skaldru a souctu matic: o(A + B) = aA+ aB

e Asociativni zdkon pro soucin skaldri a matice: «(8A) = (o)A = afA

Piiklad
aA:
1.
-3 5 —4-3 4-5 -12 20
0‘4"4( 8 1>’ O‘A( 4-8 41)< 32 4
2.
N (e V3 _94 3¢
3 1 V2 23 1 \/25
=g A= “los Vi ad=| 5 -1 5
2 6
R e e
Priklad
a(A+ B):
1.
-2 L 4 _ /12
cesas(3 ) (} )
4 12 6
(-6 V3 (4 =3 _ B 0
aA—( 8 15),0{3—(411 _ ),a(A—l—B)—aA—i-aB—( 1 8>
2.

3 7 21
A+B_(1ooo 171)’a(A+B)_(7000 11>



2.4 Nasobeni matic

Necht' A = (a;5) B = (bi;),, , jsou matice.

m,n’
Souc¢inem matic A a B (v tomto pofadi) rozumime matici C' = (c;;),, - (piseme C = AB), pro jejiz
prvky plati:

n
Cij Zzaik-bkj,pI‘OViE {1,2,...,m},Vje{l,2,...,p}
k=1

Je vidét, Ze pro nasobeni matic komutativni zakon obecné neplati: AB # BA.

Nasobeni jednotkovou matici £ a nulovou matici 0
Pro ctvercové matice A, E, 0 téhoZ typu plati:

e AE=FEA=A
e A0=0A=0
Je tedy vidét, Ze matice E' a 0 maji v maticovém pocCtu tyZ vyznam, jako 1 a O pfi ndsobeni na mnoziné R.

Priklad
1.

1 4 2 2 -2 3
Ags = 3 1 5|, Bysg= 4 10
0 2 2 -3 -1 3
8 4 3 —8 12 0
A-B=Css=| =5 —10 24 |, B-A=Dss=|( -1 17 13
2 0 6 0 -7 -5



3 prravy matic

Definice
Elementarni fddkovou dpravou matice (ERU) rozumime libovolnou z nésledujicich tprav:

1. Zaména dvou radka

2. Vynésobeni libovolného fddku nenulovym ¢islem
3. Pficteni nasobku libovolného fadku k jinému fadku
4. Vypusténi nulového fadku

Definice
Matice B, ktera vznikla z matice A pomoci jedné ERU se nazyva ekvivalentni s matici A, piseme A ~ B.

Je tedy ziejmé, Ze:
. A~B & B~ A

2. A~ B = h(A) = h(B)
Ovsem h(A) =h(B) - A~ B

3. A~ B = maji stejny pocet sloupcti

ijrava matice na schodovity tvar
Nejjednodussi fadek (zpravidla nezacind nulou) vybereme na 1. misto a jeho vhodné ndsobky pficitime
k nenulovym ndsobkiim dal$ich fadkd tak, aby po této tpravé nove vzniklé fadky zacinaly nulou.
1. fadek opiSeme.
Nejjednodussi fadek zacinajici nulou vybereme na 2. misto a jeho vhodné nasobky pric¢itime k nenulovym
nasobktm dal$ich fadka tak, aby po této tpravé noveé vzniklé fadky zacinaly dvéma nulami.
Takto pokracujeme, az se dostaneme do schodovitého tvaru.

Priklad
Upravte matici do schodovitého tvaru a urcete jeji hodnost:
1.
2 3 1 (3) 1 2 -1 (1) 1 2 -1
A= -3 4 2 |~ (1)=2-(3) 0 -1 3 | ~ (2) 0 -1 3
1 2 -1 (2)+3-(3) 0 10 -1 (3)+10-(2) 0 0 29
h(A) =3
2.
7 1 (2) 2 3 (1) 2 3
B=|2 3|~ 2-(1)-7-(2 0 —-19 | ~ (2) 0 —19
5 —1 2-(3)=5-(2) 0 -17 19-(3) —17-(2) 0 0
h(B) =2



4 Gaussova eliminac¢ni metoda

Oznacme (1) systém m linedrnich rovnic o n nezndmych:

a11%1 + a1222 + - + a1, = by
(2171 + G22T2 + +++ + A2 Ty, = ba
Am1x1 + 22 + - + AmpTy = bm
Matice soustavy (1)...A = (asj),, .-
a1 ai2 e A1n b1
o . _ G21 Q22 ... G2n | b2
Rozsifend matice soustavy (1)... A =
Am1 Am2  --- Qmn | bn

Véta
Uvazme systém linedrnich rovnic (1).
Pak nésledujici Gpravy jsou zfejmé ekvivalentnimi dpravami systému (1).

1. Zaména dvou rovnic
2. Vynésobeni libovolné rovnice nenulovym redlnym ¢islem
3. Pficteni nasobku libovolné rovnice k jiné rovnici

Poznamka
Je vidét, Ze uvedené tpravy odpovidaji ERU rozsifené matice systému (1).

Gaussova eliminace je metoda, pii niz ERU pfevadime matici A na schodovity tvar, z néhoz dopo&itame
moZzné hodnoty jednotlivych neznamych.

Véta /Frobeniova, Kronecker-Capelliho véta/ -
Systém (1) s matici A a s rozsifenou matici A je feSitelny < h(A) = h(A).

Dikaz

"=" sporem

h(A) # h(A) = h(A) > h(A) = poslednifadek jetvaru (0 0 ... 0|a ),a#0 =
0#a A a0 spor

P!

h(A) = h(A) = v matici ve schodovitém tvaru neni fddek (0 0 ... 0]a ),a#0 =
systém je feSitelny

c.b.d.

Véta

Jestlize je systém (1) feSitelny, pak plati:

1. Systém (1) md pravé jedno feSeni < n = h(A) = h(A)

2. Systém (1) méd nekone¢n& mnoho feSeni < n > [h(A) = h(A)], pficemZ volnych neznamych
(tj. parametrd) je pravé n — h(A)

Dikaz
Vypliva z Gaussovy elimina¢ni metody a Frobeniovy véty.



Priklad

Vyfeste systém:
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Oznacme (2) systém:

01171 + @12T2 + -+ - + A1pTy =

2121 + Q2% + -+ + A2pxy =

Am1T1 + Q2T + - + AQmnTp = 0

Systém (2), ktery je specidlnim piipadem (1) nazyvdme homogennim systémem.

h(A) = h(A)...zasvislou ¢arou je vzdy 0

= systém (2) je vzdy feSitelny

Vidy [0;0;...;0] € K, tzv. trividln{ feSeni.

Mame-li feSit homogenni systém linedrnich rovnic, vlastné feSime otdzku, zda existuji i dalsi feSeni sys-
tému kromé feSenf trividlniho.

Existuje-li n&jaké netrividlni feSeni systému (2), pak ma systém (2) nekone¢né mnoho fesen.

Priklad
Vyfeste systém:

31’1 + 6%2 + I3 = 0
Ty — Ty + 223 — x4 = 0
3re — r3 + gy = 0
—2x1 + 2x9 + 24 = 0
homogenni systém = [0;0;0;0] € K
36 1 0]0 2 (1 -1 2 -1]0
1 -1 2 -1/0 ()=3-2) [0 9 =5 3j0|
0 3 -1 1]0 @) o 3 -1 1]0 5T
-2 2 0 210 (4)+2-(2) 0O 0 4 010

parametrizujeme xo = t a dosadime:

3): 3t+x4=0 = x4=-3t
(2): 9t +3-(=3t) = 0y/
(1) £E1—t—(—3t):0 = 1 = -2t

K = {[-2t; t; 0; —3t];t € R}

11



S Determinanty

V dal$im budeme definovat determinant pouze pro matice do tfetiho fadu (jen 3 specidlni piipady).
Obecnd definice determinantu pro matici n-tého faddu je velmi komplikovand a presahuje stredoskolské
ucivo, tudiZ zde neni uvedena.

Uvedené véty plati obecné pro jakykoliv determinant, ackoliv zde neni dikaz uveden, jelikoz k nému po-
tfebujeme pravé obecnou definici.

Definice
Necht’ A je ¢tvercova matice.
Determinantem matice A nazyvdme redlné &islo | A| (resp. det A). JestliZe:

e A= (a), pak definujeme |A| = a

ail a2 .
o A= . pak deﬁnujeme |A| = 11022 — Q12021
a21  A22

a1 a2 ais
e A= | a2 a2 a3 |,pakdefinujeme [A| = aijaasz + aizazszaz + a1zaziaze
a31 asz ass —a13G22031 — 4120216033 — A11023032

Véta /Vlastnosti determinantui/
Necht” A je ¢tvercova matice.

e Je-li jeden fadek matice A nulovy, pak |A| =0
e Jestlize matice B vznikne z matice A vyménou dvou fadku, pak | B| = —|A]
e Jestlize matice C' vznikne z matice A vyndsobenim nenulovym &islem r, pak [C| =7 - | 4]

e Jestlize matice D vznikne z matice A tak, Ze k jistému jejimu fadku pri¢teme ndsobek jiného jejiho
fadku, pak |D| = | 4|

e Jestlize md matice A dva shodné fadky, pak |A| = 0

e Je-li matice A ve schodovitém tvaru, pak je jeji determinant roven soucinu prvku na hlavni diagonéle

Priklad
A= (-5), |Al=-
1 2
B:(_3 4) [Bl=1-(-4)—(-2) - (-3)=—-4-6=-10
3 0 1
c=|41 2 C|=3-1-04+0-2-1+1-4-2—1-1-1-0-4-0—3-2-2=—5
1 2 0
1 2 4 1 6
8 79 -1 -3
D=| 15 6 9 8 —1 |, Liidek=4fddek = |D|=0
1 2 4 1 6
-1 -3 5 6 9
8 1 2 3 6 4
05 1 -1 -1 -2
E= 8 8 (1) 7(23 7? 71471 , E je ve schodovitém tvaru = |E| = 8-5-1-(—2)-3-(—=3) = 720
0 0 O 0 3 49
0 0 O 0 0o -3

12



Véta /Cramerovo pravidlo/

Necht’ je ddn systém n rovnic o n nezndmych.
Necht’ A je matici tohoto systému a necht’ |A| # 0.
Pak plati:

< £ sox v oda ot Ay
Tento systém ma pravé jedno feseni x; |4l

Al kde matice A; vznikla z matice A tak, Ze jeji i-ty sloupec

byl nahrazen sloupcem absolutnich ¢lend.

Priklad
Cramerovym pravidlem feSte soustavu:
-1 + Tro — T3 = -1
21 — 2wy + r3 = —3
L1 + 3502 + 31'3 = 23
-1 1 -1
1 3 3
-1 1 -1
A 4
23 3 3 Al —4
-1 -1 -1
A —12
Aol =] 2 -3 1 :_12:>x2:M:7_3
1 23 3 4] —4
-1 1 -1
A -2
1 3 23 Al —4
K = {[1;3;5]}

13



Definice

Vynechdme-1i v determinantu A n-tého fadu i-ty fadek a j-ty sloupec, vznikne determinant (n — 1)-niho
fadu, ktery nazyvidme minorem (subdeterminantem) determinantu A pifslusnym k prvku a;;, zna¢ime
jej [ Mi;). o

Cislo A;; = (—1)"*J - |M;;| nazgvame algebraickym doplitkem k prvku a;; determinantu A.

Véta /Laplaceova véta/
Necht’” A je ¢tvercova matice fadu n. Pak plati:

n
[Al = ay; - Avj +agj - Agj+ -+ anj - Anj = 3 agj - Ajj
i=1
n
Al = a1 - Ain Faio - Ao+ -+ ain - Ain = D a4 - Ajj
i=1

Priklad
Vyfeste systém:
1.

:13 i ‘1’ ; 3 4 2 1 4 2
|A| = =0-(-1)3.] 2 3 3|4+1-(-1*.| 2 3 3
2 3 -3 -1 -1 4 -1 -1 4
-1 -1 0 4
1 4 2 1 4 2
T-(=1)33 . 3 4 2[40-(-D*™. |3 4 2 |=0—(-27)—(-36)+0=63
-1 -1 4 2 3 3
2.
_?_}g_é 1 6 —1 4 6 —1
|B| = =2 (=1 -2 2 2 [+4+0-(-1)*| -1 2 2
2005 3.4 1 14 1
1 3 4 1
4 1 -1 4 1 6
+0- (1)) =1 =1 2 |4+5-(=1)*".| -1 -1 2 |=2-464+0+0—5-(—46) = 322
1 3 1 1 3 4

14



Priklad
Pomoci Cramerova pravidla vypoctéte x5 , dosad’te do rovnic a Cramerovym pravidlem vypoctete zbylé
nezndmé.

3r1 + 3x2 + 2x3 + zy = 10
4171 + 2932 + 3503 + Ty = 8
3(E1 + 51’2 + r3 + Tyg = 15
Tx1 + 4xo + bry 4+ 2x4 = 18
i ; ; i 4 2 3 3 3 2
|A| = =1-(-)"*. 13 5 1 [4+1-(-1)*>™.|3 5 1
35 11 7 45 7 45
7 4 5 2
3 3 2 3 3 2
F1-(=1)% 4 2 3|42 (=D |4 2 3|=—(-1)-T—-1+2-4=1
7 45 3 51
i 12 ; i 4 8 3 3 10 2
|As| = =1-(-D)**- |3 15 1 [+1-(-1)*™.|3 15 1
315 11 7 18 5 7 18 5
7 18 5 2
3 10 2 3 10 2
+1-(=1)3 14 8 3 |42- (D[4 8 3|=-11-1140+2-11=0
7 18 5 3 15 1
421 0
= =-=0
AT
Dosadime z5:
3r1 + 223 + x4 = 10
dxy + 3xzs + Ty = 8
3x1 + xr3 + ry = 15
Tx1 + bx3 + 2z, = 18

Resime soustavu prvnich tif rovnic a poté pro ovéfeni dosadime do Ctvrté.

3 2 1
31 1
10 2 1
B -3
‘Bl|: 8§ 3 1 |=-3= 1—@ 2 _3
51 1 B —1
3 10 1
B
3 15 1 |IB] -1
3 2 10
B ~11
|B4|: 4 3 8 :—11:>{L‘4:M: - 11
3 1 15 B -1
7-345-(=5)+2-11=18y/

15



V dal$im si ukdZeme rtizné oblasti stfedoskolské matematiky, kde se daji matice vyuZit.
JelikoZ se danym tématiim vénujeme pravé pouze s ohledem na uZiti matic, uvadime zde jen nékteré ne-
zbytné definice a uvedené véty nedokazujeme.

6 Rozklad na parcialni zlomky

Definice

Funkei f(z) = ggi; ,kde P(z), Q(z) € Rlz], Q(x) # 0 nazyvdme raciondlni lomenou funkci (ddle RLF).
Definice

Necht f(x) = 5 je RLF.

Jestlize stupeti P(z) < stupefi Q(x), nazyva se funkce f(z) ryze lomend RLF.
V opacném piipadé se funkce f(x) nazyva neryze lomend RLF.

Véta
Libovolnou neryze lomenou RLF lze pfevést na soucet polynomické funkce a ryze lomené RLF.

Véta

Necht' F'(z) € R[] je polynom alespoii 3. stupné.

Pak existuji polynomy P(z), Q(x) € R[z], z nichZ kazdy je alespori 1. stupné, tak, Ze plati:
F(z) = P(x) - Q(x)

Poznamka
Uvedené tvrzeni nam fik4, Ze kazdy polynom je mozné rozlozit na soucin polynomd linedrnich a kvadra-
tickych (se zdpornym determinantem).

Véta /Véta o rozkladu na parcidlni zZlomky/
Necht’ f(z) je ryze lomend RLF.
Pak f(x) lze vyjddfit ve tvaru:

A1 A2 Ak Bl Bl Cl
f(g;) = + 2_|_..._|_ k+ +...+7l+...+7
(z—a)  (r—m) (x—z)r (2 —2) (z — z2) (z —xp)
Cm Dlx + E]_ DQ.CL‘ + E2 + DnZL‘ + En
(x—zp)™  (2+prr+q) (22 +piz+q)? (22 + prz +q)"
F1$+G1 FML’-FGT H11'+I1 Htl'-f—.[t
(l‘ +p2$+Q2) (.27 +p2m+q2)7 (-T +psx+QS) (LE +psx+qs)
kde:
Z1,Z2,...,%p jsou kofeny jmenovatele f, pficemz x; je k-ndsobny, x2 [-ndsobny, ..., x, m-ndsobny.
Vyrazy x? + p;x + i, € {1,2,...,s} maji zdporné diskriminanty (nemajf redlny koten), pficem? jejich
exponent probihd vSechna pfirozena Cisla do n (resp. 7,..., resp. t), tj. do nejvyssi mocniny patficného

troj¢lenu, s niZ se objevuje v rozkladu jmenovatele na soucin déle nerozloZitelnych polynomt v R|x].
Vsechny ostatni koeficienty v Citatelich i jmenovatelich zlomkii jsou vhodna redlna Cisla.

Poznamka
Ve smyslu predchozich vét je moZné rozloZit na parcidlni zlomky i neryze lomenou RLF a to tak, Ze ji
prevedeme na soucet polynomu a ryze lomené RLF, kterou rozloZime podle predchozi véty.

Postup:
NapiSeme si rovnici pro rozklad f(x) = ggg, kde mame neznamé v Citatelich, ato Ay, ..., I;.

Vynésobime obé strany Q) (z) — ekvivalentni dprava, nebot’ z definice Q(z) # 0.
Pravou stranu rozndsobime a vytkneme jednotlivé mocniny z.
Dile fe§ime jako soustavu o (stupeit Q(z) + 1) nezndmych pro jednotlivé mocniny x.
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Priklad
RozloZte na parcidlni zlomky:
1.

3z +1 A B
G+ (@1 241 z-1
3xz+1 = A-(z—1)+B-(x+1)
3r+1 = Axr—A+Bx+B
r:3=A+B 1 113 1 113 2B=4 = B=2
2 1=—A+B (—1 1 1)”(0 24) T A42-=3 = A-=1
3z +1 1 2

@t @-1) o4l z-1

2.
3r—8 A +Bx—|—C’
(x+2)-(22+3) z+2 22+3
30 -8 = A-(2°+3)+Bz-(z+2)+C-(v+2)
3t —8 = Ax?4+3A+ Bx? +2Bx + Cx+2C
22: 0=A+B 1 1 0]0 1 1 0]0 1 10]0
r:3=2B+C 0 2 13 ~10 213 ~1 0 2 1|3
20: —8=34+2C 3 0 2|-8 0 -3 2| -8 00 7|7
C=-7 = C=1
2B+1=3 = B=2
A+2=0 = A=-2
3r—8 2 e
(x+2)-(22+3)  x+2 2243
3.
x4+2x3+4x2+2z_é Bx+C Dzx+FE
v-(22+2)- (22 +4) = 22+2 x? +4
et 4223 442?420 = A-(2®+2)- (@ +4)+Bx? (2 +4)+Cx- (2®+4)
+Dx? - (22 +2) + FEx - (2 +2)
et +22% + 422 + 20 = Az* + 6422 +8A + Bat +4Ba? + Ca® + 4Cx
+Dz* +2Dz? + Ex® + 2Ex
4 . —
;é:éig*D 101 0]1 10 1 0|1 10 1
W2 4—AsdBsop | O L O {2 o1 o0 12 0 10
5 2 AC 4 2 40 2 04 00 —2 0/0 00 1
0. 0=84 = A—0 0 4 0 22 02 0 11 00 0

-F=-3 = E=3
D=0
C+3=2 = (C=-1
B+0=1 = B=1
x4+ 223 + 422 + 22 rz—1 3

x (22 +2) (22 +4) x2+2+12+4
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7 Vektorové prostory

Definice

Necht’ iy, ..., u, jsou vektory, k1, ..., k, € R.

Vektory 1, ..., U, nazyvame linedrné nezavislé, jestlize rovnice k1 - u1 + - -+ + ky, - U, = 0 md jediné
(trividlni) feSeni k1 = --- = k,, =

V opacném piipadé je nazyvame linedrné zavislé.

Véta
Vektory iy, . . ., i, jsou linedrné zavislé < Ji € {1,...,n}: 4; lze vyjadfit jako linedrni kombinaci ostat-
nich vektorQ, j. w; = ky -ty + -+ + ki—1 - Uj—1 + kiv1 - U1 + -+ + kp - Uy

Pro ovéfeni linedrni (ne)zavislosti zapiSeme slozky vektori do matice (vektor = fadek / sloupec), kte-
rou upravime do schodovitého tvaru. Dostaneme-li nulovy fadek, pak jsou dané vektory linearné zavislé.
V opacném pripadé jsou linearné nezavislé.

Priklad
1.
U = (1,2,0)
iy = (3,-1,2)
iz = (4,-2,3)
1 2 0 (1) 1 2 0 (1) 1 2 0
3 -1 2 ~ (2)—-3-(1) 0o -7 2 ~ (2) 0 -7 2
4 -2 3 (3)—4-(1) 0 —-10 3 7-(3)—10-(2) 0 0 1
= linearné nezavislé
2.
i = (0, ;4)
Uy = (1 5 6,—1)
iy = (5,4,4,12)
Uy (2,1,4,1)
0 3 -1 4 (2) 1 5 6 -1 (1) 1 5 6 -1
1 5 6 —1 N (1) 0 3 -1 4 N (2) 0o 3 -1 4
5 4 4 12 (3)=5-(2) 0 —-21 -26 17 (3)+7-(2) 0 0 —-33 45
2 1 4 1 4-2-2 \o -9 -8 3 4)+3-(2) \o 0o —11 15
1 /15 6 -1
(2) 0 3 —1 4 = linearné zavislé
(4) 0 0 —11 15
(3)—3-(4) 0 0 0 0

18



Definice

Rekneme, 7e vektory €),...,¢&, tvoii bazi vektorového prostoru V, jestlize: {éer,...,eén}) =V A
€1,...,€En jsou linedrné nezavislé.

Véta

Necht’ €1, ..., €, tvofi bazi vektorového prostoru V.

Necht’ 4 € V je libovolny vektor.

Pak 3kq,..., ky: @ = ky1-€1+ -+ ky, - €y, piiCemz Cisla k; jsou urena jednozna¢né pro Vi € {1,...,n}.
Definice

Necht’ €1, ..., €, tvofi bazi vektorového prostoru V.

Pak ¢islo n nazyvame dimenz{ vektorového prostoru V, piSeme dim V' = n.
Dile definujeme dim V' = 0, pokud V' = {0}.

Definice

Oznalme (1) bézi €1, . .., &, vektorového prostoru V.

Necht’ @ € V je libovolny vektor.

Uspotddanou n-tici 1, . .., 2, € R nazveme soufadnicemi vektoru @ v bazi (1), piSeme (z1,...,2n) ),

jestlizeWw =x1 - €1 + -+ 4+ Ty - €.

Véta
Necht’ €, ..., &, tvoii bazi (1) vektorového prostoru V.
Necht &, € V a maji v bdzi (1) soufadnice @ = (21, ...,2n) (1), ¥ = (Y1, ¥n)1)-

Pak plati: ¥ + ¢ = (21 + Y1, ..., Tn + Yn) (1)
EeRk-&=(k-z1,....,k 2,))

Pro zjisténi soufadnic daného vektoru v dané bazi si dané bazové vektory zapiSeme do rozsitené matice
(i-ty vektor = i-ty sloupec, dany vektor = sloupec absolutnich hodnot). Na fddcich tak mdme rovnice pro
jednotlivé soufadnice. Pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody vypocitime jednotlivé nezndmé, coZ jsou sou-
fadnice daného vektory v dané bazi.

Do sloupce absolutnich hodnot muzeme dat i obecny vektor, ¢imz vyjadiime jednotlivé soufadnice obecné
pres slozky daného vektoru.

Vidime, Ze tyto Gpravy odpovidaji i zjist ovani linedrni zavislosti vektort, tudiZ touto metodou si zaroven
muZeme ovéfit, zda jsou dané bazové vektory opravdu linedarné nezavislé a zda tedy tvoii bazi a miZeme
pomoci nich urcit souradnice dané¢ho vektoru.
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Priklad

Uréete bézi (1) vektorového prostoru V' = ({1, ds,is,s}) a soufadnice téchto vektorti v nalezené
bézi (1).
ﬂ‘1 = (3727176)
ﬁ2 (25_374a4)
iy = (-5,6,7,—10)
@y = (11,-13,11,22)
3 2 1 6 2 (2 -3 4 4 (1) /2 -3
2 -3 4 4| 2m-3-2 [0 13 -10 0| _ @ [ o 13
-5 6 7 -10 2-3)+5-(2) 0 -3 34 0 (3) 0 -3
— (4) — 11 - — 3-(4)+7-(3)
11 -13 11 22 2.4)—11-(2) \ 0o 7 —22 0 FWETE \ o 0
()—-4-(4) /2 =3 0 4 Wis@ /1 0 0 2 .
@+0W o 1 0 0 2(2) 01 0 0 31_((1)’(1)’8’3)
~ :> = b B
(3)—34-(4) [ 0 =3 0 0 4 |00 10 2,2_200103
(40 \0 010 3)+3-(2) \0 0 0 0 PR
f:(a b,C7d):]€1 €1+I€2'€2+k3 €3
1 0 Ofa (1) 1 0 Ofa d=2a.. .ﬁ17ﬁ2,ﬁ3, ﬁ4 splﬁuﬁ
0 1 01b 2) 1 01 0|b :>k1:a
0 0 1]c (3) 0 0 1jc ky=0
2 0 0|d 4) —4-(1) \0 0 0|d—2a ks = c
ﬁl = (3727 176) = (3727 1)(1)
’E[Q (27 _374’ 4) = (27 _374)(1)
i3 = (-5,6,7,—10) = (=5,6,7))
iy = (11,-13,11,22) = (11,-13,11)y)
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8 Kuzelosecky

Definice
Necht’ je v Es ddna afinni soustava soufadnic.
Mnozinu v§ech bodi X € E,, jejiz soufadnice vyhovuji rovnici:

a112% + 2a122Y + agy® + 2a137 + 2a23y +azz =0 (¥),

kde (ai11, a1z, a22) # (0,0,0), a;; € R nazveme kuZeloseckou.
a1l a2 G413

Matici A = aiz G2  A23 nazveme matici kuZelosecky.
a13 a2z ass

Rovnici kuZelosecky k si tedy miZeme prepsat do tohoto maticového tvaru

x
ke(z y 1)-A-| y | =(0)
1
Definice
Nevyhovuji-li rovnici kuZelosecky soutadnice Zddného bodu, nazyvame ji kuZeloseCkou formalné redlnou
(imagindrni).

V opacném pripadé hovorime o bodové redlné kuZelosecce.

Definice
Bod S nazveme stfedem kuZeloseCky k, jestliZe plati: VX € k: 3X’ €k: S je stfedem tseCky X X'.

Véta

Bod S = [m, n] je stfedem kuZeloseCky k o rovnici (x) < jeho soufadnice m, n vyhovuji soustavé St:
ajym-—+ajgn +aiz = 0
aigm + agen + a3 = 0

Definice
Jestlize stied kuzelosecky lezi na kuZelosecce, pak se nazyva singularnim bodem kuZelosecky.

Véta
Bod S = [m,n] je singuldarnim bodem kuZeloseCky & o rovnici (%) < jeho soufadnice m,n vyhovuji
soustavé Si:

ayim+aign+az3 = 0

aiom + ason+asg = 0

aizm+azn+azgz = 0
m 0
Soustavu Si miiZzeme prepsat do maticového tvaru: A - n |={(20
1 0

Definice
Necht’ k je kuzelosecka o rovnici () a A jeji matice.

Determinant | A| nazgyvame determinantem (diskriminantem) kuZzelosecky k.
ail a2

Determinant | A,, | matice A,, =
a12  A22

> nazyvame malym determinantem kuZelosecky k.
Definice

KuZeloseCka k se nazyvd singuldrni, jestlize |A| = 0.
V opaném piipadé (|A| # 0) se kuZeloseCka k nazyva reguldrni.
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Priklad

Napiste matici kuZelosecky, rozhodnéte, zda je regularni ¢i singularni, najdéte jeji stfed a singuldrni bod.
1.

ki:22% —6zy+5y° —2c4+2y+1=0

2 -3 -1 2 -3 -1
A= -3 5 1|, |Al=|-3 5 1 |=0 = kqjesinguldrni
-1 1 1 -1 1 1
S = [m,n]

2m—-3n—-1=0 2 =31 2 3|1 N n=1 ~ S—[2,1]
—3m+im+1=0 -3 5| —1 0 111 2m—-3=1 = m=2 o

-m+4+n+1=0 —2414+1=0y/ = S je singuldrni bod

2.
ko:y®* —4x4+2=0
0 0 -2 0 -2
A= o1 0|, |A-= 0 1 0|=-4 = ksjeregularni
-2 0 2 -2 0 2
S = [m,n]
0m 4 0n — 2 = 0 spor = nemd stfed = nemd singuldrni bod
3.
ks:22% —xy — > + T +5y—4=0/-2
vyndsobenim nenulovym ¢islem dostdvdme rovnici téZe kuZelosecky
ks: 4z? — 22y — 2y% + 142 + 10y — 8 =0
4 -1 7 4 -1 7
A= -1 =2 5 |, JAl=| -1 -2 5 |=0 = ksjesinguldrni
7 5 -8 7 5 -8
S = [m,n]
dm—n+7=0 4 —-1|-7 -1 -2|-5 N -In=-27 = n=3
-m—-2n+5=0 -1 -2|-5 0 -9 | —-27 -m—-6=-5 = m=-1

™T™m+5n—-8=0:7-(-1)+5-3—-8=0y/ = S jesinguldrni bod
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Véta
Necht’ k je reguldrni kuZelosecka, bod M = [m,n| € k.
Pak 3! te¢na k, kterda ma bod M za svij bod dotyku.
x
Tato teCnamédrovnicit: (m n 1 )-A-[ y | =(0).
1

Priklad
Oveéfte, zda je dand kuZelosecka regularni a zda ji ndlezi bod M. Pokud ano, najdéte jeji teCnu, jejiz doty-
kovy bod je M.

k: 622 + lday + 10y? + 8z + 10y +2 =0, M =[-1,0]

6 7 4
|[Aj=|7 10 5 |=-8 = kjereguldrni
4 5 2

6-(—1)>+14-(-1)-0+10-0*+8 - (-1)+10-0+2=6—-8+2=0 = Mck

6 7 4 x
(-1 0 1)-| 7 105 ||y |=(0)
4 5 2 1
T
(-2 -2 =2)-( y |=(0
1

t: —2x—2y—2=0
ttx+y+1=0

Definice
Piimku o nazveme osou bodové redlné reguldrni kuZeloseCky k, jestlize pro VX € k: 31 X' € k:
stied dseCky X X' €0, XX’ Lo.

Véta
Necht’ k je bodové redlna regularni kuZelosecka.
Pak plati, Ze pfimka o s normdlovym vektorem 0 = (01, 02) je osou kuZelose¢ky k <> vyhovuje rovnici

kde &isla o1, 02 jsou feSenim rovnice ( 01 02 ) - (A, — AE) = ( 0 ),tj.

- A 0 .
( 01 09 )< a11 a1 - illi ) = ( 0 ),t_].01~(a11)\)+02a12 = 0 A 01a12+02'(a12—)\) = 0,

aip — A a2

pri¢emz musi byt splnéna rovnice:
aiz azg —A

':Am—)\E|:0.
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Priklad
Ovérte, zda je dand kuZelosecka regularni. Pokud ano, najdéte jeji osy.

k: 222 — 12zy — Ty*> + 8z 4+ 6y =0

2 —6 4
|[Aj=| =6 =7 3 |=-50 = k jereguldrni
4 3 0

2 —6
m=( 5 7)
’2—A —6

6 7A‘:(2—Ay(—r—m—36=A2+5A—ah:Q+&®~u—5)=o
HA=-10

2 — (~10) 6\ [0 1201 — 603 = 0 B L
(01 02 )( 6 _7_(_10)><0> = 60y + 305 = 0 = 201 =02 = 01 =(1,2)

2 —6 4 x
o: (1.2 0)-| =6 =7 3 |-y |=(0)
4 30 1
T
o1: (=10 =20 10 )-[ y | =(0)
1

01: —10x —20y+10=0
o:x+2y—1=0

iHA=5
2-5 6\ _[0 ~305 — 60, = 0 ~ L
(o3 04)'( 6 —7-5 )“(()) ¥ oy 120, =0 — 720 = I=(21
2 —6 4 T
d: (21 0)-| =6 =7 3 |- v |=(0
4 30 1
X
o (-2 19 11 )-[ y | =(0)
1

o: —2x—19y+11=0
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9 Kvadriky

Definice

Necht’ je v E3 ddna afinni soustava souradnic.
Mnozinu vSech bodi X € Es, jejiZ soufadnice vyhovuji rovnici:

allxz + 2a192xy + 2a13x2 + a22y2 + 2a23yz + a3322 + 2a14% + 2a94Y + 2a342 + a44 =0

kde (au, a12,013, 022,023, Cl33) 75 (0, 0, 0, O7 0, 0), Qi € R nazveme kvadrikou.

a1
.. a
Matici A = 12
a13
ai4
Definice

a12
a22
a23
24

a13
a23
ass
34

a14
24
a34
Q44

nazveme matici kvadriky.

Necht’ k je kvadrika o rovnici («*) a A jeji matice.
Determinant | A| nazyvéame determinantem (diskriminantem) kvadriky k.

Definice

Kvadrika & se nazyva singuldrni, jestlize |A| = 0.
V opaéném piipadé (| A| # 0) se kvadrika k nazyvé reguldrni.

Priklad
Rozhodnéte, zda je dand kvadrika regularni ¢i singularni.
1.
ki:a? + 4oy +2x2 — vy — 2z + 322 + 42 —4y+3=0
;_%_1_2 2 -1 -1 12
A= =2 (=) 1 -1 3 |-2-(=1)*. |1 -1
Il 0 2 -2 0 2 -2
2 -2 3
1 2 1 1 2
+0- (=112 -1 -1 [+3- (D). ]2 -1 -1
2 =2 0 1 -1 3
=-2-6-2-18—0+3-(—19) = —105 = k; je regularni
2.

ko: (x—2)2 + (y+4)2 + 22 =22

jednd se o rovnici kulové plochy se stiedem S = [2, —4, 0], polomérem 2j

N OO
o~ o

koia? —dx +4+1y* +8y+164+22—4=0

kora? +1y2 + 22 —4x+8y+16=0

g _Z ‘ 01 4 [
1 0 =0-(-1)3. 0 0 0 |+0-(=1)*"3.
0 16 -2 4 16
10 -2 10 -2
+1- (=1 0 1 4| 4+0-(=D)*™ .0 1 4
-2 4 16 00 O

=0—-0—-4—-0=—4 = ko jeregularni
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Zavér

Tato prace shrnuje zdkladni definice a vztahy mezi maticemi a determinanty, a ukazuje nejriznéjsi ob-
lasti stfedoSkolské matematiky, kde se matic vyuziva. Teorie je doplnéna piiklady, na nichz je tato teorie
ilustrovdna. Vse je formulovano tak, aby tomu stfedoSkolsky student rozumél, protoZe zejména na néj je
tato price cilena.
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Résumé

This paper summarizes the basic definitions and relations between matrices and determinants, and shows
different areas of high school mathematics, where the matrices are used. The theory is supplemented by
examples in which this theory is illustrated. Everything is formulated so that a high school student could
understand it, because this paper is determined especially for him.
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